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第 1 章 はじめに 
 
 
 
今日，爆発的な勢いで普及している携帯電話をはじめ，無線通信やオーディ

オ・ビデオ処理などのデジタル信号処理技術の分野で DSP（Digital Signal 
Processor）は使用されている．DSP はデジタル信号処理に特化したマイクロプ

ロセッサの一つで，乗算器と加算器を実装することで，繰り返しの数値演算を

効率よく行うよう，ある特定用途向けに設計されたものである．乗算を頻繁に

行う計算では，ソフトウェアによる処理を行うと処理速度が遅くなるため，ど

のような乗算器を使用するか，つまり乗算器の基本性能そのものが直接，シス

テム全体の処理性能に大きく影響をあたえる．そのため，様々な乗算アルゴリ

ズムが今日まで考案されている．本論文では，乗算器にはどのような構造をし

たものがあるのかを把握することを目的とし，調査してまとめたものである． 
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第 2 章 乗算器の基本構造 
 

2.1 乗算アルゴリズム 

2.1.1 乗算アルゴリズムの第 1 バージョン 

 
この方式の乗算器では，k ビットの乗数レジスタと 2k ビットの被乗数レジス

タ，積レジスタおよび加算器，そして乗算制御部を必要とする（図 2.1）．ただ

し，ここでは乗算制御部は記述していない．動作手順は次のようになる．乗数 Y
は k ビットの乗数レジスタに格納され，2k ビットの積レジスタには初期値とし

て 0 を設定する．手計算による筆算と同様，被乗数 X を乗算ステップごとに 1
ビットずつ左シフトする．したがって， k ステップ後には k ビットの被乗数 X
は左へ k 桁ずらされている状態になるので，被乗数レジスタには 2k ビットが必

要となる．被乗数レジスタの初期設定では，右半分に k ビットの被乗数 X を格

納し，左半分に 0 を格納する．このレジスタをステップごとに 1 ビット左シフ

トすることで，2k ビットの積レジスタに加算される部分積の桁位置を合わせる． 
 

0

Mux

2k-bit adder

Partial product

Multiplicand Multiplier

2k 2k

2k

右シフト左シフト

 

図 2.1 乗算アルゴリズムの第 1 バージョンの回路図 
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図 2.2 に示すフローチャートのように，ビットごとに 3 つの基本的なステッ

プを繰り返す．ステップ 1 では乗数 Y の最下位ビット（LSB）の値に応じて，

被乗数を積レジスタに加えるかどうかを判定する．ステップ 2 の左シフトは部

分積を左へずらす働きをする．また，ステップ 3 の右シフトによって，次の処

理サイクルで対象となる乗数 Y の次のビットが得られる．この 3 ステップの処

理サイクルを k 回繰り返すことで最終的に積が得られる． 
 
 

1. 乗数Yの　
LSBを判定

開始

繰り返し
回数の判定

終了

2.　被乗数レジスタを1ビット左シフト

3.　乗数レジスタを1ビット右シフト

1a.　被乗数Xを積レジスタに加算し，
　　　結果を積レジスタに格納

k 回

k 回未満

LSB = 1 LSB = 0

 

 
 

図 2.2 乗算アルゴリズムの第 1 バージョンのフローチャート 
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2.1.2 乗算アルゴリズムの第 2 バージョン 

 
乗算アルゴリズムの第 1 バージョンでは，被乗数 X を左シフトし，空いた位

置には 0 を挿入していたので，積の LSB が設定された後は，被乗数 X の影響を

受けることはなかった．そこで被乗数 X を左シフトさせるのではなく，積を右

シフトさせることで，被乗数 X を固定することが可能となり，さらに部分積に

加算する被乗数 X は k ビットであるので，加算器も k ビットで済む．したがっ

て，図 2.3 に示すように，被乗数レジスタと加算器のビット長を 50 パーセント

削減できる． 
 

Multiplicand

右シフト

右シフト

k-bit adder

productPartial

Multiplier

k

k

Mux

0

k

 

図 2.3 乗算アルゴリズムの第 2 バージョンの回路図 
 
 
これらから導き出される乗算アルゴリズムは図 2.4 に示すとおりである．この

アルゴリズムでは，演算前に k ビットの被乗数レジスタと乗数レジスタそれぞ

れの値を設定し，2k ビットの積レジスタには初期値として 0 を設定する．この

アルゴリズムで得られる和は k ビットであり，加算ステップ中には 2k ビットの

積レジスタの左半分だけが変更される． 
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1. 乗数Yの
LSBを判定

開始

繰り返し
回数の判定

終了

2.　積レジスタを1ビット右シフト

3.　乗数レジスタを1ビット右シフト

1a.　被乗数Xを積レジスタの左半分
　　　に加算し，結果を積レジスタの
　　　左半分に格納

k 回

k 回未満

LSB = 1 LSB = 0

 

 
 

図 2.4 乗算アルゴリズムの第 2 バージョンのフローチャート 
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2.1.3 乗算アルゴリズムの第 3 バージョン 

 
この方法では積レジスタの右半分を乗算レジスタとすることで，レジスタの

数を必要最小限に抑えたものである．その回路を図 2.5 に示す．ここでは 2k ビ

ットの積レジスタの LSB を対象に，乗数 Y が 0 か否かの判断を行う．このアル

ゴリズムでは，演算前に積レジスタの右半分に乗数 Y を設定し，左半分に 0 を

初期値として設定する．計算手順を図 2.6 に記述する． 
 
 

Multiplicand

右シフト

k-bit adder

Partial

k

k

Mux

0

k

Multiplier

product

 

図 2.5 乗算アルゴリズムの第 3 バージョンの回路図 
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1. 積のLSBを
判定

開始

繰り返し
回数の判定

終了

2.　積レジスタを1ビット右シフト

1a.　被乗数Xを積レジスタの左半分
　　　に加算し，結果を積レジスタの
　　　左半分に格納

k 回

k 回未満

LSB = 1 LSB = 0

 

 
 

図 2.6 乗算アルゴリズムの第 3 バージョンのフローチャート 
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2.2 ハードウェア構成 

 
乗算器は部分積生成，部分積の加算，被乗数，乗数，部分積のシフトなどの 

回路が必要である．この節では加算器とシフタについて説明する． 
 

2.2.1 並列加算器 

 
l リプルキャリー加算器（Ripple Carry Adder） 
 
全加算器の桁上げをカスケード接続したもので，n ビット並列加算器のような

回路に使用するとき適用される．非常に単純な構成のためよく使用されるが，

桁上げの最下位ビット（LSB）から最上位ビットへの桁上げ信号の伝播遅延が

クリティカルパスとなるため，高速回路には向いていない．図 2.7 に 4 ビット

リプルキャリー加算器を示す．これは，n を段数，Tc を 1 段当たりの桁上げ遅

延，そして Ta を全加算時間としたときに，加算の遅延は Ta = n･Tcとなる．な

お，図 2.8 に半加算器および全加算器を記す． 
 
 

C-1Y0Y1Y2Y3

S0S3 S2 S1
C3 C2 C0C1

X0X1X2X3

FAFA FA FA

 
 

図 2.7 リプルキャリー加算器 
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C

Full adder

C

S
HAHA

C0

Y

X

Half adder

S
Y
X

 
 

図 2.8 半加算器および全加算器 
 
 
l 桁上げ先見加算器（Carry Look-ahead Adder） 
 
加算器の伝播遅延を短くする手法の一つ．桁数が 16桁近くにもなってくると，

個々の全加算器の工夫に頼るだけでは高速化に限界があるため，16 ビットアダ

ー全体で高速化を考える必要がある．加算器の演算速度は桁上げ信号の伝播速

度により規定を受けるため，下位ビットからの桁上げ信号を持たずに個々の桁

上げ信号が決定できれば高速化が図れる．ここで，下位桁からの桁上げ信号と

個々の桁上げ信号の関係について述べる： 
 
入力 X，Y が共に“1”のときは下の桁からの桁上げ信号 Ci-1 の値にかかわら

ず桁上げ信号 Ci が発生し，X，Y のどちらかが“1”のときは Ci-1 の値で Ci が

決定することがわかる．この関係を論理式で表すと，次のようになる． 
 

i i i i 1C G P C −= + ⋅  ただし i i iG X Y= ⋅ ， i i iP X Y= ⊕  

 
ここで，Gi は桁上げ生成信号，Pi は桁上げ伝播信号を指している．機能的には

半加算器の C および S と同じである．各桁の桁上げ信号 Ci を表すと 

 

0 0 0 1

1 1 1 0 1 0 1 0 1 1

2 2 1 2 0 1 2 0 1 2 1

3 3 2 3 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 1

n n n 1 n n 2 n 1 n 0 1 2 n 0 1 2 1

C G P C

C G P C G G P P P C

C G G P G P P P P P C
C C C P G P P G P P P P P P P C

C G G P G P P G P P P P P P C

−

−

−

−

− − − −

= + ⋅
= + ⋅ = + ⋅ + ⋅ ⋅
= + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= + ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
……

… … …
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となり，すべての桁の桁上げ信号は自桁より下位の入力値と最下位の桁上げ信

号だけで生成できる．図 2.9 に 4 ビット桁上げ先見方式の回路図を示す． 
 
 

G3 P3 G2 P2 G1 P1 G0 P0

Y3 Y1 Y0 C-1

C3 C2 C1 C0

Y2X3 X2 X1 X0

 
 

図 2.9 4 ビット桁上げ先見回路 
 
 
この回路図からもわかるように，先見する桁数が増加するにしたがって回路が

複雑化し，素子数も著しく増加するばかりでなく，ゲートのファンアウトが増

加し，高速化の効果が得にくくなる．実際に実装する場合，ハードウェア量や

効率を考慮してすべての桁上げ信号を CLA で生成することはなく，例えば 4 ビ

ットを 1 つのブロックとしてその単位で CLA を用いて桁上げ信号を伝播させ，

ブロック内はリプルで桁上げ信号を伝えるという方式をとる場合が多い．この

方式をブロック CLA と呼び，更に桁数が 32 ビット程度まで大きくなると CLA
を 2 重にして桁上げ信号の伝播の高速化を図る． 
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l 桁上げ保存加算器（Carry Save Adder） 
 
桁上げ保存加算器（CSA）は，加算を繰り返して実行し，結果を累計してい

く場合には，桁上げは次の加算の際に上位の桁に渡せばよく，そうすることに

よって桁上げに要する時間を節約する方法．n 個の全加算器を単純に並列に並べ，

ビット間での桁上げは行わず，各ビットからの桁上げをそのまま出力させたも

のである．したがって，入力から出力への伝播はビット数によらず一定であり，

リプルキャリー加算器より構造上はるかに高速である．図 2.10 に 4 ビット桁上

げ保存加算器を示す．これは乗算を加算器の繰り返し使用で実行する場合と，

乗算を全加算器セルの 2 次元配列（アレイ）によって実行する場合によく使用

される方法である． 
 
 

FA

X0 Y0 C0

T0 S0S1T1

C1Y1X1

FAFA

X3 Y3 C3

T3 S3 S2T2

C2Y2X2

FA

 

図 2.10 4 ビット桁上げ保存加算器 
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2.2.2 シフトレジスタ 

 

l 直列入力シフトレジスタ 
 
図 2.11 は，D フリップフロップを用いたシフトレジスタである．n ビットの

レジスタ i 1+ の出力を，ビット i の入力に接続することで，保持している値を 1
ビットだけ下位へシフトした値が次の状態となる．n ビットのデータを下位ビッ

トから順番に 1 ビットずつ SI に入力して n 回シフトすると，データをシフトレ

ジスタの出力 Qn-1:0 から取り出すことができる．この直列－並列変換は，伝送

路を 1 ビットずつ直列に送られてくるデータの受信のための基本的な操作であ

る． 

QD

CK

Q3 Q1 Q0Qn-2Qn-1

SI QD

CK

QD

CK

QD

CK

CK

 

図 2.11 直列入力シフトレジスタ 
 
 

l 並列入力シフトレジスタ 
 
図 2.12 のシフトレジスタは各ビットへのデータ入力 Dn-1:0 を設けることで，

シフトの際の入力と，2-to-1 セレクタで選択することにより，制御信号L が 0
のときデータをシフトレジスタにロードする機能を付加することができる．こ

れにより，送信するデータをロードし，それを n 回シフトしながら各ビットを

Q0 から取り出して直列に送信する，並列－直列変換を可能とする． 
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QD

CK

QD

CK

QD

CK

QD

CK

CK

Qn-1

Qn-2

Q1

Q0

SI

Dn-1

Dn-2

D1

D0

L

 
図 2.12 並列入力シフトレジスタ 

 
 

2.3 Booth アルゴリズム 

 
n ビットの乗算を n/2 クロックで行う最も簡単な方法として，乗数 Y を 2 ビ

ットずつ処理し，その値に応じた被乗数 X の倍数を生成し，その部分積に加え

て 2 ビットずつシフトするものが考えられる．すなわち n が偶数である時 
 

 
n 1 n / 2 1

i 2i
i 2i 1 2i

i 0 i 0

XY Xy 2 X(2y y )2
− −

+
= =

= = +∑ ∑   (2.1) 

 
であるので，2y2i+1+y2i の値に応じて被乗数 X の 0，1，2，3 倍の倍数を用意し

ておけばよい．しかし，問題は 3 倍の生成にはシフトと加算が必要であり，演

算開始前に準備しておくにしても，そのためのレジスタが必要となる．また，

この方式を拡張して k ビットずつまとめて処理する場合には，0 から k2 1− まで
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の k2 種類の倍数が必要である． 
 
これに対して Booth 法では，2 ビットずつまとめて処理する場合には被乗数 X

の 0，±1，±2 の倍数のみがあればよく，比較的簡単な回路で実現できる．ま

た 2 の補数表現の数を補正なしに乗算できることも特徴の 1 つである．Booth
法の基本は，2 の補数表現の乗数 Y を 
 

 

n 2
S V n 1 i

n 1 i
i 0

n 2 n 2
n 1 i i

n 1 i i
i 0 i 0

n 1 n 2
i i

i i
i 0 i 0

n 1 n 1 n 1
i i i

i i 1 i i 1
i 0 i 0 i 0

Y Y Y y 2 y 2

y 2 2 y 2 y 2

y 2 2 y 2

y 2 y 2 ( y y )2

−
−

−
=

− −
−

−
= =

− −

= =
− − −

− −
= = =

= − + = − +

= − + −

= − +

= − + = − +

∑
∑ ∑

∑ ∑
∑ ∑ ∑

  (2.2) 

 
と変形することにある（ただし 1y 0− ≡ ）．式 (2.2)の各項は 0 か±1 であるので，

乗数 Y を 1 ビットずつ右にシフトしながら最下位の 2 ビットを検査し，その値

に応じて加減算を行えば 2 の補数表現の乗算を補正なしに実行できる．ｎが偶

数の時，式(2.2)を 2 項ずつまとめると 
 

 

n 1
i

i i 1
i 0

n / 2 1
2i

2i 1 2i 2i 2i 1
i 0

n / 2 1
2i

2i 1 2i 2i 1
i 0

Y ( y y )2

(2( y y ) ( y y ))2

( 2y y y )2

−
−

=
−

+ −
=

−

+ −
=

= − +

= − + + − +

= − + +

∑
∑
∑

  (2.3) 

 
となり，各項の値は表 2.1 に示すように 0，±1，±2 のいずれかとなる．した

がって乗数 Y の最下位に 1y 0− = を付加し，それを 2 ビットずつ右にシフトしな

がら最下位の 3 ビットをスキャンして，その値に応じて被乗数 X の 1 ビット左

シフトを伴う加減算を行えば，n/2 クロックの乗算回路が構成できる．図 2.13
に 2 次の Booth アルゴリズムによる乗算を示す． 
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表 2.1 2 次の Booth アルゴリズム 
 

yi+2 yi+1 yi 演算

0 0 0 0
0 0 1 X
0 1 0 X
0 1 1 2X
1 0 0 -2X
1 0 1 -X
1 1 0 -X
1 1 1 0

 

 
 

Booth 法では一般に k ビットずつまとめて処理する場合，必要な被乗数の倍

数 mX は k 1 k 12 m 2− −− ≤ ≤ の範囲であり，加減算器を用いれば k 12 1− + 種類で済

む．ただし，倍数の選択のために乗数の連続する (k 1)+ ビットを検査する必要

がある． 
 

y1y2y3y4y5y6y7y8 y0

1
2

3
4

 

1 1 1 0 1 1 0 1
) 0 1 1 0 1 0 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1
1 1 1 0 1 1 0 1 0
1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1

×

 

(X)
(Y)

2
3
4

被乗数

乗数

部分積 1

 

 
図 2.13 2 次の Booth アルゴリズムを用いた乗算 
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第 3 章 代表的な乗算器の分類 
 
 

3.1 逐次型乗算器 

 
乗算とは被乗数を乗数桁分加算することであるが，筆算と同様，桁ごとに被

乗数と乗数の 1 桁の乗算と加算およびシフトを乗数の桁だけ行う．2 進数での乗

数は 1 か 0 であるため，乗数が 1 のときは加算とシフトを行い，0 のときはシ

フトのみを行う．したがって，逐次型乗算回路は被乗数 X，乗数 Y，積 P を格

納する 3 つのレジスタおよび，加減算回路，シフト制御回路からの構成となる．

積Pは，被乗数Xと乗数Yを合わせた桁の長さの倍長レジスタを必要とするが，

乗数 Y の使用済みビットの場所を積に使用することで，積 P のレジスタの下位

と乗数 Y を共有できる． 
 

3.1.1 Robertson 法 

 
 

乗算制御部

カウンタ

乗数　Y

被乗数　X

MR

加算減算回路

MQACC

 
図 3.1 逐次型乗算器（Robertson 法）のブロック図 
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図 3.1 は逐次型乗算器（Robertson 法）の構成である．被乗数 X はレジスタ

MR に，乗数 Y はレジスタ MQ に格納する．アキュムレータ ACC の初期値は 0
である．積 P は上位が ACC，下位が MQ に結果として残される．数値は最上位

ビット（MSB）が符号ビットである 2 の補数表現とする．乗数 Y が正の場合の

演算は MQ（乗数 Y）の最下位桁をスキャンすることから始まる．最下位桁が 1
のとき，ACC に MR（被乗数 X）を加算し，ACC と MR レジスタを連結して右

シフトを行う．このときのシフトでは，最上位桁にはシフト前と同じビットが

挿入される．これは乗数が負の値を 2 の補数によって表現をしているため，数

値の正負にかわらず正しい結果を得るためである．この操作を乗数 Y の桁数だ

け実行することで ACC と MQ レジスタに積 P の上位と下位が残される．乗数 Y
が正数の場合には，このままで正しい結果が出力されるのだが，負数の場合に

は，最後の桁が符号ビットで 1 となっているので，これを下位の桁と同様に計

算するのではなく，減算，つまり 2 の補数を加算する．これによって，2 進数の

性質から正しい結果を出力できる．上記をまとめると次のようになる． 
 
【X 0> ，Y 0> の場合】 

X と Y-i との部分積は，i 桁分符号桁 0 の拡張を行って求める．部分積を加 

算する． 
【X 0< ，Y 0> の場合】 

X と Y-i との部分積は，i 桁分符号桁 1 の拡張を行って求める．部分積を 2

の補数で加算する．〔例 a〕 
【X 0> ，Y 0< またはX 0< ，Y 0< の場合】 

先と同様，符号拡張行った部分積を 2 の補数で加算し，X の補数を加算す

る．〔例 b〕 
 
 

〔例 a〕    〔例 b〕 

1 1 1 0 1
) 0 0 1 1 0

1 1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 0 1 1 1 0

×
    

1 1 1 0 1
) 1 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 0 1
0 0 0 1 1

1 0 0 0 1 0 0 0 0 1

×

+
 

 



 18

3.1.2 Booth 法 

 
第 2 章で述べた Booth アルゴリズムを用いた逐次型乗算器である．図 3.2 は 1

次の Booth アルゴリズムを用いた逐次型乗算器のブロック図である． 
 
 

②

③

①

乗算制御部

EQ

加算回路

ACC MQ

補数回路

MR

被乗数　X

乗数　Y

カウンタ

 

図 3.2 逐次型乗算器（Booth 法）のブロック図 
 
 
3.3.1 と同様，被乗数 X を MR へ，乗数 Y を MQ へ格納する．E はフリップフ

ロップであり，ACC，MQ および E は連結し，シフトする．ACC と E の初期

値は 0 である．乗算制御部は Booth アルゴリズムに基づき，次のように処理さ

れる． 
 
【Q 0= ，E 0= の場合】･･････････････････････････････････････････処理③ 

右シフトのみ行う． 
【Q 0= ，E 1= の場合】･･･････････････････････････････････････ ････処理② 

  被乗数 X を ACC に加算後，右シフトさせる． 
【Q 1= ，E 0= の場合】･･･････････････････････････････････････････処理①  

  被乗数 X の補数をとり，ACC に加算後，右シフトさせる 
【Q 1= ，E 1= の場合】･･･････････････････････････････････････････処理③ 

  右シフトのみ行う． 
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これらを制御カウンタで示す回数だけ繰り返す．最終的には ACC の最上位桁に

は積 P の符号が格納される． 
 
 

3.2 完全並列型乗算器 

 
並列型乗算器は多数の加算器を結合した構成となっている．特長として次の

ようなことがあげられる． 
 
① シフト操作をなくした高速な乗算器． 
② 逐次型乗算器の制御部に相当するものがなく，高速である． 
③ 多段に配置された加算器群にはフィールドバックがなく，パイプライン構

成に適している． 
 

3.2.1 アレイ乗算器 

 
絶対値表示の乗算は以下のように m 個の部分積の和を求めることで得られる．

並列乗算器は１チップの n 倍精度には n2 個の接続で乗算の演算精度が拡張可能

である．筆算手順において乗算の演算方式は，乗数 Y が 0 の場合は部分積が 0
となり，乗数 Y が１の場合は部分積が被乗数の値となる．被乗数 X と乗数 Y が

4 ビットとして積 P を 8 ビットとした場合を図 3.3 に示す． 
また 1 ビット部分積和セルを図 3.4 に示す．この並列乗算方式は多数の加算

器を乗算時間は素子の遅延時間によって決まるので非常に高速である．しかし，

部分積の加算回数に等しい数の並列加算器が必要となり，精度拡張時において

は精度増に伴いファンイン／ファンアウトおよび大幅なゲート数増等の問題が

起こる． 
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積

乗数

被乗数

並列加算器

LSBMSB

MSB

LSB

P7 P6 P5 P4 P3 P2 P1 P0

0 0 0 0

0

0

0

0

X3 X2 X1 X0

Y0

Y1

Y2

Y3Y3

Y2

Y1

Y0

MSB LSB
 

 
図 3.3 完全並列型アレイ乗算器 

 
 
 

S : 次段への桁上げ

C : 同段上位桁への桁上げ

S0 : 前段からの桁上げ

C0 : 同段下位桁からの桁上げ

Yj : 乗数

Xi : 被乗数

X i

S

C Full adder C0

Y jY j

S0

 
 

図 3.4 1 ビット部分積和セル 
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3.2.2 Wallace tree 乗算器 

 
Wallace tree 乗算器とは桁上げ保存加算器（以下，CSA）による加算の段数

を減らすために，CSA を tree 状に配置したものである．加算の回数は同じ複数

個の CSA を用いるアレイ乗算器と変わらないが，CSA を並列に配置し，並列に

演算をさせることにより結果が求まるまでの論理段数，つまり，遅延時間を減

らそうとしたものである．通常の全加算器は 3 入力 2 出力なので，並列度を最

大にすると最短で log3/2 n 段の全加算器を通すことにより，すべての部分積の加

算が終了する．乗算演算において乗数 Y の各ビットにおける加算を行う順序を

変えたとしても最終結果は変わらないので，このようなアルゴリズムが可能で

ある．なお，Wallace tree 乗算器は桁間および段間をわたる桁上げ信号や和信

号の配線に規則性がなくアレイ化に難があるため，16 ビット程度までならばむ

しろアレイ方式が実用的である．それ以上では加算段数の増加が log の関数で収

まる Wallace tree が望ましい． 
 

7

6

5

4

3

2

 1  CSA

 2 

                

クループ

　　　　　　　　　　　　　　●　●　●　●　●　●　●　●

　　　　　　　　　　　　●　●　●　●　●　●　●　● ①へ

　　　　　　　　　　●　●　●　●　●　●　●　●

　　　　　　　　●　●　●　●　●　●　●　●

　　　　　　●　●　●　●　●　●　●　●

●　●　●　●　●　●　●　●

XY

XY

XY

XY

XY

XY












1

0

 CSA

 3  CSA

②へ

　　●　●　●　●　●　●　●　●
④へ

●　●　●　●　●　●　●　●

桁 …　0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

XY

XY





 

 
図 3.5 8×8 乗算における部分積のドット表示 

 
 
図 3.5 は 8 ビット×8 ビット乗算の部分積のドット表示である．8 個の部分積

を 3 つずつのグループに分割し，グループ内の各行に対応する 3 つの数は CSA
で計算される．CSA の和を S，キャリーを C とする． 
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SC

SC

SC

レベル1

レベル2

レベル3

レベル4

partial carry

partial sum

伝播加算器

CSA　⑥

CSA　⑤

CSA　③CSA　④

CSA　①CSA　②

XY0 XY1 XY2 XY3 XY 4 XY5 XY 6 XY7

SC

SC

C S

 
 

図 3.6 Wallace-tree 乗算器 
 
 
8 ビット×8 ビットの Wallace tree 乗算器を図 3.6 に示す．CSA ① と ②で同

時にグループ 1，2 に対して加算する．キャリーは保存しておく．次に CSA ① の
S と C，CSA ② の S を CSA ③ へ，XY0，XY1 と CSA ② の C を CSA ④ に

入力する．以下，図 3.6 のようにレベル 4 まで CSA で加算される．最終段はリ

ップルキャリーあるいは，桁上げ先見加算器で構成される．レベルの数は次の

ように求められる．加算すべき部分積の個数 m がレベル 1 後に (2/3)m 個，レ

ベル 2 後に (2/3) 2m 個となり，最終的に 2（すなわち，(2/m)m）個となる．し

たがってレベル数を L とすると，2 / m (2/3)L= より 

 
 2 2 2L (log m 1)/(log 3 1) 1.71(log m 1)= − − = −  

 
となる．最終段を桁上げ先見方式で行うものとすると，計算時間は 2O(log m)と

なる． 
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ここでは 8 ビットの乗数 Y を示しているが，乗数 Y のビット数が更に長い場合

には，最終段の桁上げ伝播加算器に入る前から仮の partial sum と carry の両方

をラッチに入れて，図 3.6 の破線のようにレベル 1 の CSA へ戻してやり，所要

の回数まわしてやる必要がある．このとき，必要となるシフト動作はシフト桁

数が常に一定であるので，sum/carry を戻すときの配線でシフトを行えばよい．

無論，シフトによって飛びで出してしまうビットは，他の適当なレジスタに保

持させる必要がある． 
乗算は加算と並んで計算機の基本的は演算の一つであるので，これを高速に

実行することが重要となる．Wallace tree 構造での要点は，tree をなす CSA を

何個・何段使用し，これを何回繰り返して処理するかという点にある．例えば，

64 ビット×64 ビットの乗算の場合，図 3.6 の乗数 8 ビットの Wallace tree では

約 11 回の繰り返し演算が必要となる．partial sum/carry が図の破線で示したよ

うにラッチ経由で入力に回ってくるので，1 回の Wallace tree の使用で実質は

乗数 6 ビット分の部分積しか求められないからである．そこでより高速化を目

指す場合，次のような手法がとられている． 
 
l 1 回の繰り返しで Wallace tree が処理する乗数 Y のビット数 k をできるだ

け大きくする． 
l k ビットの中を更に複数ビットずつに分け，乗数 Y をデコードし，それぞれ

に対応する被乗数 X の倍数を予め生成し，Wallace tree の CSA へ被乗数と

して，図 3.7 のように供給させる． 
l 桁移動度は固定長（k ビット）の桁移動ですみ，前途のような配線を行う． 
 
この方式の図 3.7 では図 3.6 のような 64 ビットの CSA を 6 個使用した

Wallace tree を 1 回使用することにより，実質倍増の 12 ビット分の乗数部の部

分積の sum/carry を求めることができるようになる．つまり，乗数 Y を m ビッ

トずつに分割して，これをデコードして使用することにより，繰り返し回数を

1/m に減らすことを狙っている．そのためには 2m 個の被乗数 X の倍数をあら

かじめ用意しておく必要があるが，これは m が大きな数値であるときには現実

的ではない．その代わりに数組の加算器（CSA）を利用して毎回これを作り出

している．これに相当する操作が Wallace tree による乗算である．Wallace tree
は m ビットの乗算を高速に行うものとして活用されている． 
 
 
 
 



 24

 
 
 
 
 

伝播加算器

partial sum

partial carry

CSA

CSA

CSACSA

CSACSA

被乗数X

乗数Y

デコーダ

A B C ED F

 
 

図 3.7 加速 Wallace tree 乗算器 
 
 
 
 
 



 25

3.3 準並列型乗算器 

 
準並列型方式では，完全並列型乗算器と繰り返し演算機構としての逐次型乗

算器の両機構を取り入れた形となっている．1 チップの n 倍精度には同チップを

n 個カスケード接続し， n‐1 回の繰り返し演算を行うことにより拡張した乗算

結果を得られる．その繰り返し演算用としての部分積ラッチ機構を完全並列型

乗算器に付加して，この乗算器を 1 モジュールとする．この乗算モジュールの

演算精度を 4 ビットとして 2 倍の 8 ビット精度に拡張したブロック図を図 4 に

示す． 
 

1 モジュールは被乗数 X×乗数 Y の 4 ビット乗算器で 8 ビットの積 P を出力

する．モジュール内部ではラッチ機構 4 個と 1 ビット部分積和セル 4 個で構成

されており，前者はポジティブエッジ型の D フリップフロップを使用し，後者

は図 3.4 と同様に部分積用としてのANDゲートと前段の部分積との和をとるた

めの加算器を使用している． 
 
 

L0L1L2L3L4L5L6L7

P0P1P2P3P4P5P6P7P8P9P10P11

X0X1X2X3X4X5X 6X 7

Y3 / Y7

Y2 / Y6

Y1 / Y5

Y0 / Y4

モジュール2 モジュール1

LSB

MSB

MSB LSB

MSB LSB

ステップ1 : P3～P0

ステップ2 : P11～P0

 

図 3.8 準並列型アレイ乗算器のブロック図 
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この乗算器では D フリップフロップを使用して演算を行っていることから，ク

ロックによる状態遷移が生じるのでステップ毎での演算動作を以下に示す． 
 
 
≪ステップ 1≫ 
① ラッチ機構の内容をクリア（初期化）する． 
② 被乗数 X の上位 4 ビット（X7～X4）を上位側のモジュール 2 に与える． 
  被乗数 X の下位 4 ビット（X3～X0）を下位側のモジュール 1 に与える． 
  乗数 Y の下位ビット（Y3～Y0）を両モジュールに与える． 
③ 乗算結果 P の下位 4 ビット（P3～P0）が得られる． 
④ 乗算結果 P の上位 8 ビット（P11～P4）は部分積としてラッチ機構（ L7～L0）

へ伝播する． 
  その際に，モジュール２では P11～P8 を自モジュールの L7～L4 へ伝播し，

P7 をモジュール 1 の L3 へ伝播する． 
  また，モジュール 1 では P6～P4 を自モジュールの L2～L0 へ伝播する． 
 
≪ステップ 2≫ 
⑤ ラッチ機構へクロックを与え，乗算結果 P の上位 8 ビット（P11～P4）を記

憶する． 
⑥ 被乗数 X の上位 4 ビット（X7～X4）を上位側のモジュール 2 に与える． 
  被乗数 X の下位 4 ビット（X3～X0）を下位側のモジュール 1 に与える． 
  乗数 Y の下位ビット（Y7～Y3）を両モジュールに与える． 
⑦ 乗算結果 P の残り上位 12 ビット（P11～P0）が得られる． 
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3.4 高基数乗算器 

3.4.1 基数 4 の乗算 

 
決められた大きさの数を高基数で表現すると少ない桁数で済む．つまり，桁

ごとに処理する乗算アルゴリズムでは，高基数に変換することで，より少ない

サイクルで処理することが可能である． 

2 進数 k ビットの数値は，4 進数 k / 2   桁，8 進数   k / 3 桁の数値に変換すること

ができ，高基数乗算を行えば本質的に各サイクルにおいて乗数 Y の複数ビット

を取り扱える．まず，逐次型乗算の一般的な基数 r バージョンを提示すること

から始める： 
 
 

( j 1) ( j ) k 1 (0) (k)
jP (P XY r )r P 0 P P

|

+ −= + = =　　ただし ，

add |
| shift right

( j 1) ( j ) (0) (k)
k j 1

|

P rP XY P 0 P P

shift
left

|

+
− −= = =+ 　ただし　 ，

add |

 

 
 

r-1 もしくは r による乗算は，共に，桁による右シフトか左シフトを引き起こ

す．高基数乗算と基数 2 の乗算との唯一の違いは項 XYj を構成する過程で，多

くの計算を必要とすることである．例えば，乗算を基数 4 で行うならば，各ス

テップにおいて部分積項 X(Yi+1Yi)2 が構成され，累積部分積に加算する必要が

ある．図 3.9 にドット表記での乗算プロセスを記す． 
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×

　　●　●　●　●

　●　● 　●　●

●　●  ●　●　●　●

●  ●　●　●　●  ●

●　●　●　●　●　●　●　●

 1 0 2

3 2 2

X
Y

X(Y Y )

X(Y Y )

P

 0

1

4

4

 

 
図 3.9 基数 4（2 ビット同時処理）の乗算のドット表記 

 
 

この方法は次のような問題を抱える．基数 2 の乗算の部分積におけるドット

列は 0 もしくは X をシフトしたものを表示するに対し，ここでは倍数 0X，1X，

2X，3X を必要とする．0X，1X，2X の生成においては問題ないが（2X は X を

シフトさせたもの），3X は少なくても加算演算（3X = 2X + X）が必要である．

基数 4 の乗算での上記の問題の解決法をいくつか述べる． 
 
最初の動作としてまず 3X を計算し，それを後に使用するためレジスタに保持

させる．乗算のハードウェアは 2-way マルチプレクサと図 3.10 で示す 4-way
マルチプレクサを取り替えることを除いては，図 2.3 で示したハードウェア乗算

器とほぼ同じである．なお，図 3.10 は倍数 3X を用いた基数 4 の乗算の一例で

ある． 
 

Mux
11

0 2XX

3X

Multiplier

Y i+1 Y i

To the adder

2-bit shifts

00 1001

 
図 3.10 基数 4 の乗算器の倍数生成部と 3X の計算法 

 
 
3X を必要とする場合の乗算方法は，上記に記した方法の他にも存在する．-X を

加算し，乗数の次の基数 4 の桁に 1 の桁上げを送り出す（図 3.10）．桁上げ入力
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を含め，各サイクルで必要な倍数は [0, 4]である．倍数 3，4 は桁上げ出力を 1
として，それぞれ-1 と 0 に変換するが，倍数 0，1，2 はダイレクトに出現する．

最終的に余分なサイクルが桁上げのために必要となる場合がある．図 3.10 と図

3.12 で表される乗算方式は基数 8，16 へと拡張することができる．しかし，倍

数生成ハードウェアは高基数にすることで，より複雑になってしまい，少ない

サイクルによって支払われるべき処理速度の利得を犠牲にしてしまう．たとえ

ば，基数 8 の乗算では，倍数 3X，5X，7X を前もって計算しておくか，3X だけ

を計算しておいて図 3.12 と同じような方法で倍数 5X，6X，7X をそれぞれ-3X，

-2X，-X と桁上げ 1 に変換する． 
 

(0)

1 0 2
(1)

(1)

3 2 2
(2)

(2)

X 0 1 1 0
3X 0 1 0 0 1 0
Y 1 1 1 0

P 0 0 0 0
X(Y Y ) 0 0 1 1 0 0

4P 0 0 1 1 0 0
P 0 0 1 1 0 0

X(Y Y ) 0 1 0 0 1 0
4P 0 1 0 1 0 1 0 0
P 0 1 0 1 0 1 0 0

+

+

 

 
図 3.11 倍数 3X を用いた基数 4 の乗算例 

 

or if Y i+1 = c = 1

Set if Y i+1 = Y i = 1

2-bit shifts

Carry

c

Y iY i+1

FF
mod 4

+c-X

Mux

11

0 2XX

Multiplier

To the adder

00 1001

 
 

図 3.12 基数 4 の乗算に基づき 3X を 4X，-X へ置換する倍数生成部 



 30

3.4.2 2 次の Booth アルゴリズム 

 
基数 2 の Booth デコードは現在の演算回路では直接利用されない．しかし，

高基数の Booth デコードを理解するための方法として役立つ．表 3.1 を使って

再コード化した場合，連続した 1 もしくは-1 が見受けられないことが容易にわ

かる．したがって，基数 4 の乗算を再コード化した乗数で実行するならば，被

乗数の倍数±X と±2X だけを準備すればよい．それらは被乗数をシフトするこ

とや補数をとることで，容易に得られる．Zi+1 は Yi+1 と Yi，Zi は Yi と Yi-1 から

決まるので，基数 4 の数値 Z’i/2 = (Zi+1 Zi)2（i は偶数）は Yi+1，Yi と Yi-1 から直

接得られる．（表 3.2） 
 
 

表 3.1 基数 2 の Booth デコーディング 
 

i i 1 iY Y Z
0 0 0
0 1 1

1 0 1
1 1 0

−

 

 
 

表 3.2 基数 4 の Booth デコーディング 
 

i 1 i i 1 i 1 i i / 2Y Y Y Z Z Z'
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1 1
0 1 1 1 0 2

1 0 0 1 0 2

1 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1
1 1 1 0 0 0

+ − +
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基数 2 の Booth デコーディングと同様に，基数 4 のデコーディングも数値変

換とみなすことができる．すなわち，基数 4 の数値である[0, 3]が，数値[-2, 2]
に変換される．一例として，表 3.2 は以下のような符号なし数から符号付き桁数

への変換を実行するために用いられる： 
 

(21 31 22 32)4 = (10 01 11 01 10 10 11 10)2 = (1 -2 2 -1 2 -1 -1 0 -2)4 

 
16 ビットの符号なし数が基数 4 の 9 桁の数に変わることに注目する．通常，k
ビット符号なし 2 進数の基数 4 の符号付き桁表現は MSB が 1 のとき，

k / 2 1 (k 1)/2   + = +    桁を必要とする．ここで， 1 k k 1Y Y Y 0− += = = と仮定して

いることに注意する．前述の例での 2 進数が 2 の補数形式で表されると解釈す

ると，基数 4 の桁を無視するだけで正しく再コード化された数値が得られる． 
 

(1001 1101 1010 1110) 2’s-compl = (-2 2 -1 2 -1 -1 0 -2) 4 

  
このように，2 の補数形式での k ビット 2 進数の場合，Booth デコードされた基

数 4 の数値は k / 2   桁になる．k が奇数のとき，正しく再コード化するため，

k k 1Y Y −= と仮定する．いずれにせよ，Y-1 = 0 である． 

基数 4 の Booth デコーディングでの数値変換では，キャリー伝播を引き起こさ

ない．1 つのビットを重ね合わせながら連続する 3 ビットを調べていけば，基数

4 の場合の各桁の数[-2, 2]は独立に決まる．この理由により，基数 4 の Booth デ

コーディングは乗数の連続した 3 ビットを重ね合わせながらスキャンする方法

であると言われている．この考え方はより基数に対する多重ビット・スキャン

方式に拡張できる．Booth デコーディングを用いた基数 4 の乗算例を図 3.13 で

示す． 
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(0)

0
(1)

(1)

1
(2)

(2)

X 0 1 1 0
Y 1 0 1 0

Z' 1 2
P 0 0 0 0 0 0
XZ' 1 1 0 1 0 0

4P 1 1 0 1 0 0
P 1 1 1 1 0 1 0 0
XZ' 1 1 1 0 1 0

4P 1 1 0 1 1 1 0 0
P 1 1 0 1 1 1 0 0

+

+

 

 
図 3.13 Booth 法を用いた基数 4 の乗算例 

 
 

2 の補数表示された 4 ビットの乗数 Y = (1010)2 は 2 桁の基数 4 Z’ = (-1 -2)4
に変換し，それらを 2 サイクルで累積部分積に加算するため，倍数 XZ’0 = -2X
とXZ’1 = -Xを生成するこれらの計算過程で負の数として適切な処理を行うため

に部分積の上位ビットに 0 を符号拡張して 4 ビットから 6 ビットとする． 
 

また，右シフトの間の符号拡張が 4P(1)から P(1)を得るときに行われることに注

意する．図 3.14 に基数 2 の Booth デコーディングに基づく倍数生成回路を示

す． 
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0, X, or 2X

To adder inputcontrol
Add/Subtract ¦ Z'i/2 X ¦

k+1

k

Init.0

nontwoneg

Y i+1 Y i Y i-1

Select

Enable

MultiplicandMultiplier

2-bit shift

2XX

Recoding logic

00

Mux 10

 
 

図 3.14 Booth 法を用いた基数 4 の倍数生成部 
 
 
 

X は桁（0，±1，±2）の 5 つの倍数を必要とするので，要求する倍数をエン

コードするためには少なくとも 3 ビットが必要である．容易かつ効率的なデコ

ードを行うには，0 と nonzero 桁を区別する 1 ビット，nonzero 桁の符号への 1
ビット，nonzero 桁の絶対値への 1 ビットを当てることである．デコード回路

は，このように 3 つの入力（Yi+1, Yi, Yi-1）により，3 つの出力を生み出す． 

 
「neg」が 0 のとき，倍数を加算し，1 のとき，倍数を減算する． 
「non0」が 1 のとき，倍数が 0 でないことを示す． 
「two」が 0 のとき，「non0」の倍数は 1 倍であり，1 のとき，「non0」の倍数

は 2 倍である． 
 
図 3.14 の Booth デコーディングを，図 3.12 の方式との比較してみると，図

3.12 のデコードは直列であり，右から左へと逐次処理しなければならないのに

対して図 3.14 のデコードは完全に並列であるので，桁上げが生じないことに注

目されたい．Booth デコーディングは逐次型乗算器のみならず，全ての倍数を

同時に必要とする Wallace tree 乗算器やアレイ乗算器などの並列型乗算器の設

計にも利用されている． 



 34

第 4 章 むすび 
 
 
本論文では，乗算器の基本構成とその動作原理についての調査をおこなった．

乗算器はディジタル信号処理システムの基本的構成要素であり，ハードウェア

アルゴリズムによって，演算処理速度や使用面積に差が出てくる．演算処理の

高速化と面積の低減化という相反する課題をどのようにまとめ，ある特定用途

にあった乗算アーキテクチャの考案に近づけるための基礎学習として本論文を

位置付ける． 
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