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第１章 緒言 

 

１．１ はじめに 

 数値流体力学という学問が始まってから，数値計算における格子形成はそれほど

重要視されていなかった．数値流体力学の解法が重要視されるのが当然であり，格

子形成は低い評価を与えられていた．理由として，解法に関わる研究は目に見えて

結果が出るため研究として認められやすいのに対し，格子形成に関わる研究は結果

が表立って見えないため，研究として認められにくかったという事情を指摘するこ

とができる． 

 数値流体力学が普及し始めた頃，研究者・技術者達は，２次元の比較的単純な定

番の流れで解析を何度も行う事が多かったため格子形成は容易であった．格子を一

度形成すれば，同様のものを何度も利用する事ができたので格子形成がそれほど重

要視される事はなく，解法の前に来る付加的な位置づけでしかなかった． 

 しかしながら，数値流体力学という学問が徐々に発展してくるとともに，その状

況も少しずつ変わり，数値流体力学が発展・普及して具体的問題への応用が増加し

てきた．そして，飛行機や車の周りの空気の流れ，血管内の流れなど複雑な流れ場

の高精度なシミュレーションへの要求が高まってきている．流れ場の形状が複雑な

場合，離散格子を流れ形状の境界に適合させる必要がある．そのような場合，境界

適合法を用いれば複雑な形状の流れに境界が適合し，解析する事が可能になる．ま

た，数値流体力学は，解析事例ごとに異なる形状をして流れ場へどんどん適用され

るようになり，格子形成は重要視されるようになった． 

 

１．２ 格子形成 

 流体運動を支配する偏微分方程式を有限差分法や有限要素法で数値計算を行う場

合，解析空間を多数の格子点で離散化する．格子形成はこの解析空間の離散化手法の

ことを指す． 
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１．３ 境界適合法 

 流れを有限差分法で解析しようとする場合，平行平板管のように境界が直線で表さ

れていれば，直交座標として扱い，簡単に解析ができる．しかしながら，境界が曲線

で表されている複雑な流れの場合，解析領域内に格子を作成するために領域を分割す

ると境界と格子点は一致しない． 

 その結果，直交座標では解析が困難になり境界付近で計算結果などの精度に問題が

出てくる．そこで，境界が曲線で表されている複雑な流れ領域を解析するために，解

析する空間を実際の空間とは別に用意し，解析するために境界適合法という手法を用

いて解析する． 

 この境界適合法という手法は，色々な利点が生じる．それは、以下に示す． 

・ 現在解析する曲線とは別の曲線で表されている境界でも使用できる． 

・ 物体表面が計算空間の境界面に対応しているため，境界条件の与え方が簡単にな

る． 

・ 等間隔格子になるように写像変換すれば差分式および境界条件が簡単になる． 

 

１．４ 研究目的 

 本研究では，解析事例ごとに異なる形状をした流れ場を解析するために現在重要と

されている格子形成と数値計算を境界適合法という手法を用いて粘性流動の有限差分

解析を行った． 
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第２章 理論 

 

２．１ 理論および基礎式 

２．１．１ 反復法 

 この手法は，１つの近似値から出発して，方程式を使ってその値を修正しなが

ら正しい解に近づけるという操作を行う． 

 反復法の長所は，一般に連立１次方程式でなくても適用できること，解に近い

値から始めると収束が速いということがあげられる．その反面，方程式の種類や

境界条件の種類によっては，収束が非常に遅くなることもあり，あらかじめ何回

で収束するか予測がつきにくいなどの欠点がある． 

 

２．１．２ 有限差分方程式 

 有限差分法とは，対象とする領域を格子に分割し，現象を支配している微分方

程式を離散化し，格子点上の値を未知数とする代数連立方程式を解くことで解を

求める方法である． 

 有限差分方程式を以下に示す． 
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yx
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ただし，式（2-1），（2-2）は１階の差分式，式（2-3），（2-4）は２階の差分式であ

る． 

 

２．１．３ 基礎式 

 ２次元の流れでは，連続の式は次のように表される． 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u         (2-6) 

ここで， はu x 方向速度， は 方向速度である． v y

 連続の式が成り立つとき，次の式で定義される関数が存在する． 

 
y

u
∂
∂

=
ψ         (2-7) 

 
x

v
∂
∂

−=
ψ         (2-8) 

ここで，ψ は流れ関数と呼ばれる．流れ関数は，恒等的に連続の式を満たす．流れ関

数を用いることで，連続の式を考慮に入れる必要がなくなる． 

 ２次元非圧縮性粘性流体の運動方程式は，渦度を用いて以下のように表される． 
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ただし， 
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∂
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−
∂
∂

=ω         (2-10) 

ωは，渦度と呼ばれる． 

µ
ρUL

=Re         (2-11) 

 式（2-7），（2-8）を式（2-9）に代入すると次のように表される． 
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この式は，渦度輸送方程式と呼ばれる． 
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 次に式（2-7），（2-8）を式（2-10）に代入すると次のように表される． 

 )()(
yyxx ∂

∂
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂
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ψψω       (2-13) 

 ωψψ
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yx
       (2-14) 

この式は，ポアソン方程式と呼ばれ，流れ関数と渦度との関係を表す． 

 式（2-12），（2-14）を基礎方程式にとる方法は，流れ関数・渦度法，または，( )ωψ −

法と呼ばれ，２次元非圧縮性粘性流体の数値解を求める標準的な方法の一つとなって

いる． 

 

２．２ 支配方程式 

２．２．１ 偏微分方程式 

 境界適合法での座標変換に付随した基礎方程式を誘導しておく．境界適合法を

用いた数値計算では、デカルト座標で表されている方程式を曲線座標に変換して

差分計算を行う．デカルト座標で表される 座標を物理空間、曲線座標で表さ

れる

),( yx

),( ηξ 座標を計算空間とする． 

 基礎偏微分方程式は， 
 ηξ ηξ fff xxx +=        (2-15) 

 ηξ ηξ fff yyy +=        (2-16) 

２次元場で考えると写像の変換式は、次のように表すことができる． 
 Jyx /ηξ =         (2-17) 

 Jxx /−=ξ         (2-18) 

 Jyx /ξη −=         (2-19) 

 Jxy /ξη =         (2-20) 

ただし， 
        (2-21) ξηηξ yxyxJ −=

は変換のヤコビ行列式である． 

 これらの式（2-17）～（2-21）を基礎偏微分方程式（2-15），（2-16）に代入す

る． 
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        (2-22) Jfyfyf x /)( µξξη −=

        (2-23) Jfxfxf y /)( ξηηξ −=

式（2-22），（2-23）により ),( ηξ で表される計算空間は，矩形領域となり差分式は

単純な式となる． 

 

２．２．２ 座標変換 

 境界適合格子を作成するにあたり，楕円型偏微分方程式を用いた．楕円型偏微分

方程式を用いる大きな利点は、解析空間の閉じた境界を指定するとその内部が決まり，

物理空間と計算空間の１対１の対応が保証されること，滑らかな格子を作成すること

ができ，境界の不連続性が領域の内部に及ばないことである．物理空間と計算空間の

対応を以下に示す． 

 

図１ 座標変換 

 

 内部格子点の写像関係は楕円型偏微分方程式を満たすことで得られ，ラプラス

方程式を用いた．ラプラス方程式は、次のように与えられる． 
 0=+ yyxx ξξ         (2-24) 

 0=+ yyxx ηη         (2-25) 

 式（2-24），（2-25）を計算空間に変換するために独立変数と従属変数を入れ換
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えると， yx, に関する次の楕円型偏微分方程式を得る． 

 02 =+− ηηξηξξ γβα xxx        (2-26) 

 02 =+− ηηξηξξ γβα yyy       (2-27) 

ただし、 

         (2-28) 22
ηηα yx +=

 ηξηξβ yyxx +=        (2-29) 

         (2-30) 22
ξξγ yx +=

である． 

 

２．２．３ 方程式の変換 

 １次の変換式を以下に記す． 
Jfyfyf x /)( µξξη −=        (2-31) 

Jfxfxf y /)( ξηηξ −=        (2-32) 

 ただし， 

ξηηξ yxyxJ −=        (2-33) 

は変換のヤコビ行列式である． 

 ２次の変換式を以下に示す． 

  Jfyfyf xxxx /})()({ ηξξη −=

  JJfyfyyJfyfyy /]}/){([]}/){([ ηµξξηξξµξξηη −−−=  
222 /)2( Jfyfyyfy ηηξξηηξξξη +−=  

))(2{( 22
ηξξηηηξξηηξξξη fxfxyyyyyyy −+−+  

     (2-34) 322 /)})(2( Jfyfyxyxyyxy ξηηξηηξξηηξξξη −+−+

 

  Jfxfxf yyyy /)}()({ ηηξ −=

  JJfxfxxJfxfxx /]}/){([]}/){([ ξξηηξηηξηηξξ −−−=  

   222 /)2( Jfxfxxfx ηηξξηηξξξη +−=

   ))(2{( 22
ηξξηηηξξηηξξξη fxfxyxyxxyx −+−+

322 /)})(2( Jfyfyxxxxxxx ξηηξηηξξηηξξξη −+−+    (2-35) 
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  2/}){( Jfyxfxxfyxyxf xy ξξηηηηηξξηξηηξ −−+=

    ξηηξξηηξηηηηξ fJJyxJyxJyxyx }/)(/){( 32 −+−+

      (2-36) ηξξηηξηξξξξξη fJJyxJyxJyxyx }/)(/){( 32 −+−+

 

式（2-34），（2-35）を加えると，一般座標でのラプラシアン 

  2/)2( Jfffff yyxx ηηξηξξ γβα +−=+

    ))(2{( ξηηξηηξηξξ γβα fyfyxxx −+−+  

    +    (2-37) 3/)})(2{( Jfxfxyyy ξηηξηηξηξξ γβα −+−

ただし， 

         (2-38) 22
ηηα yx +=

 ηξηξβ yyxx +=        (2-39) 

         (2-40) 22
ξξγ yx +=

である． 

 以上で得られた関係式をデカルト座標で表現された方程式に代入すると計算空

間に変換された方程式が求まる． 

 

２．２．４ 計算空間の方程式 

 渦度輸送方程式とポアソン方程式を計算空間での方程式に変換させると次のよ

うに表される． 

 2/)2[(
Re
1 J

J ηηξηξξ
ηξξη γωβωαω

ωψωψ
+−=

−
 

       ))(2{( ξηηξηηξηξξ ωωγβα yyxxx −+−+  

          (2-41) ]/)})(2{( 3Jxxyyy ξηηξηηξηξξ ωωγβα −+−+

 

))(2{(/)2( 2
ξηηξηηξηξξηηξηξξ ψψγβαγψβψαψω yyxxxJ −+−++−=−  

      (2-42) 3/)})(2{( Jxxyyy ξηηξηηξηξξ ψψγβα −+−+

 

 式（2-41），（2-42）を用いて計算を行う．式（2-41），（2-42），境界条件を反復

法により解析を行う． 
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第３章 計算方法 

 

３．１ 計算領域 

 本研究で解析を行った領域は，半円状の突起が同 x位置に存在する場合と異なった

x位置に置かれた場合について解析を行った．また，図の左側が流入，右側が流出と

する．流路形状と座標系を図２(a)，(b)にそれぞれ示す． 

 

図２(a) 物理空間 

 

図２(b) 物理空間 
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 解析領域は，正方形になっている．計算空間の解析領域の図を以下に示す． 

 

 
 

図３ 計算空間 

３．２ 境界条件 

 図３に示すように計算空間は１辺が１の正方形になっており，境界条件は簡単

になっている．流入・流出での壁面の境界条件は，変化の大きい場所から十分に

距離をとったものと考え、二次元のポアゾイユ流れを与えた．本研究では，物理

空間の流入・流出と計算空間の流入･流出の長さを同じにとってあるので速度の方

程式を変化させる必要がない．境界条件の式を以下に示す． 

 

 流入・流出での境界条件． 

        (3-1) ηηη 66)( 2 +−=u

 

         (3-2) ηηψ η du )(∫=

 

        (3-3) ηηψ 32 3 +−=

  



 13

 
η

ω
∂
∂

−=
u         (3-4) 

 

 612 −= ηω         (3-5) 

 

 上下の壁面に境界条件を有限差分法で与える場合，境界外の点を用いることに

なる．よって以下の方法で求める． 

 1=ψ  （上部壁面）       (3-6) 

 0=ψ  （下部壁面）       (3-7) 

を与える．ξ 方向速度を 

 0=ηψ         (3-8) 

と与え，式（3-6），（3-7），（3-8）と変換した渦度輸送方程式（式（2-12））から上

下壁面の境界条件ωを求める．上下壁面のω の境界条件を以下に記す． 

 上部 

 22

2
Jη
γψω

∆
−

=         (3-9) 

 

 下部 

 22

)1(2
Jη
ψγω

∆
−

=         (3-10) 
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境界条件を加えた概略図を以下に記す． 

図４(a) 物理空間 

図４(b) 物理空間 
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 次に各領域の格子を示す． 

図５ 上下対称に半円がある場合の格子 

 

図６ 異なる x 座標に半円がある場合の格子 
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３．３ 計算手順 

１． 計算空間上で物理空間位置を楕円型偏微分方程式により求める． 

２． １．の結果から全格子点上でのα， β ， γ ，および を計算をする． J

３． 図３に示すように計算空間は，１辺が１の正方形となる．この長さは図２

(a)，(b)いずれの解析空間で共通であるので１辺１に対する初期値，境界条

件を計算し与える． 

４． 計算空間上で，式(2-41)および(2-42)を有限差分法を用いて数値計算を行っ

た．  
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第４章 結果と考察 

 

 解析領域とレイノルズ数を変化させ，本研究の解析結果を以下に記す．ただし，図

は変化部分だけを記す． 

 まず，各解析領域の流線図を記す． 

 
(a) Re=10   

 
(b) Re=20 

 
(c) Re=25 

図 4-1 x 方向長さ 10 x 方向の半円中心位置 5 

  



 18

 

(a) Re=10 

 

 
(b) Re=20 

 

 

(c) Re=30 

図 4-2 x 方向長さ 20 x 方向の半円中心位置 5 
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(a) Re=10 

 

 
(b) Re=20 

 

 

(c) Re=30 

 

図 4-3 x 方向長さ 40 x 方向の半円中心位置 10 
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(a) Re=10 

 

 
(b) Re=20 

 

 

(c) Re=30 

図 4-4 x 方向長さ 40 x 方向の半円中心位置 20 
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(a) Re=10 

 

 

(b) Re=20 

 

 

(c) Re=30 

 

 
(d) Re=40 

図 4-5 x 方向長さ 10 半円中心位置 5，7 
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(a) Re=10 

 

 

(b) Re=20 

 

 
 

(c) Re=30 

 

 

 

(d) Re=40 

図 4-5 x 方向長さ 20 半円中心位置 5，7 
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(a) Re=10 

 

 
(b) Re=20 

 

 
(c) Re=30 

 

 
 

(d) Re=40 
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(e) Re=50 

図 4-7  x 方向長さ 40 半円中心位置 5，7 
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 次に，各領域の速度ベクトル図を記す． 

 

(a) Re=10 

 

 

(b) Re=20 
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(c) Re=25 

図 4-7  x 方向長さ 10 半円中心位置 5 
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(a) Re=10 

 

(b) Re=20 
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(c) Re=30 

図 4-8   x 方向長さ 20 半円中心位置 5 
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(a) Re=10 

 
(b) Re=20 
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(c) Re=30 

図 4-9   x 方向長さ 40 半円中心位置 10 
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(a) Re=10 

 

 
(b) Re=20 
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(c) Re=30 

図 4-10   x 方向長さ 40 半円中心位置 20 
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(a) Re=10 

 

 
(b) Re=20 

 

 
(c) Re=30 

 

 

 

 

  



 34

 
(d) Re=40 

図 4-11  x 方向長さ 10 半円中心位置 5，7 
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(a) Re=10 

 

 

(b) Re=20 

 

 

(c) Re=30 
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(d) Re=40 

図 4-12  x 方向長さ 20 半円中心位置 5，7 
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(a) Re=10 

 

 

(b) Re=20 

 

 
(c) Re=30 
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(d) Re=40 

 

 

 
(e) Re=50 

図 4-13  x 方向長さ 40 半円中心位置 5，7 
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考察 

・ レイノルズ数が上昇するとともに下流の流れに影響を及ぼす． 

・ x 座標に上下対称と異なる x 座標に半円がある場合を比較したとき，上下対称の領

域に渦が発生しやすい． 

・ 下流の長さが長いほど Re が上昇する． 

・ 上下対称の領域の場合，半円の間の領域は図に示すように速度が上昇している． 
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第５章 結言 

 

 本研究では，冒頭で述べたように境界適合法を解析に用いた事により境界が曲

線で表される複雑な領域の解析を行うことができた．これにより差分法でも複雑

な流れ場の解析が可能になる． 
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付録 

 

 本研究は，有限差分法で解析が困難な境界が曲線で表される領域の解析が目的

である．ここでは，直線格子のみでも解析が可能な直交座標領域を境界適合法で

解析したものを付録として示す．境界適合法を用いることで領域が曲線でも直線

格子でも解析が可能になる事がわかった． 
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図 A-1 格子図 
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図 A-2 速度ベクトル図 
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図 A-3 流線図 
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