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1. 主要記号および略号 

 
V : Velocity 

γ : Flight path angle 

θ : Geocentric angle 

R : Radius of the Earth 

D : Drag force 

L : Lift force 

h : Altitude 

r : Geocentric distance 

m : Weight 

𝑔0 : Gravitational acceleration above sea level 

μ : Gravity constant 

α : Angle of attack 

T : Thrust 

𝐼𝑠𝑝 : Specific impulse 

x : Downrange (Longitudinal flight distance in 

horizontal plane) 

n : Load factor 

q : Dynamic pressure 

SSTO : Single-Stage-To-Orbit 

TSTO : Two-Stage-To-Orbit 

 

2. 序論 

安全性が高く効率的な将来宇宙輸送システムとしてスペ

ースプレーンが検討されている．有翼で自力での水平離着陸

が可能なため複雑な発射設備が不要であること，完全再利用

が可能であることなどが特徴であり，運用コストや推進剤コ

ストの面から従来の使い捨てロケットより低コストで汎用

性の高い運用が可能と考えられている．一般にスペースプレ

ーンは単段で目標高度へ到達する SSTO（Single Stage To Orbit）

と親機と軌道機の2段で構成されるTSTO（Two Stage To Orbit）

とに大別される．推進器として空気吸い込み式エンジンとロ

ケットを組合せた複合推進器を搭載し，地上から高度 50[km]

程度までの空域で高比推力での飛行を行う試みがなされて

いる． 

将来の宇宙輸送では低い運用コストで輸送性能の良い物

資輸送手段が必要であり，スペースプレーンはこれを達成す

る輸送システムとなると見込まれている．そのためにはシス

テム全体と飛行経路の最適化が必要となる． 

本研究では飛行経路最適化に着目した．このためスペース

プレーンの推進剤消費量を最小にし，かつ物資輸送性能を最

大化する軌道を設計することを研究目的とした．モデル機体

には複合推進器を搭載した TSTO を用い，地上から地球周回

低軌道(Low Earth Orbit，LEO)までの上昇軌道を汎用の非線形

最適制御問題を解くソルバを使用して設計した．設計した軌

道を考察し，最適性の検証とスペースプレーンの実現に必要

な諸課題の検討を行う． 

 

3. 問題設定 

3.1 機体モデル 

 機体の上昇軌道は地球の自転効果を無視した赤道面内の

運動に限定し，質点近似した次の支配方程式を用いる． 
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ただし，r および θ は以下の式で表される． 

 

 𝑟 = 𝑅 + ℎ (6) 

 𝜃 =
𝑥

𝑅
 (7) 

 

モデル機体の諸元および重量構成(3)を表 1 に示す． 

 

 

Table 1 Specifications of model spacecraft. 
 

categories Booster Orbiter 

Wing area [m2] 795.44 124.56 

Intake area of Booster engine [m2] 18.1 - 

Max Thrust of Rocket engine [MN] 4.13 1.12 

Weight  ×103 [kg] 

Structural weight  344.77 15.14 

Propellant weight  139.91 64.05 

Overall weight  484.68 83.10 

Takeoff weight  567.78 

 



3.2 飛行計画 

 上昇軌道の概要を図 1 に示す．ブースタとオービタの結合

機体の飛行を Phase1 とし，分離後のオービタ単独の飛行を

Phase2 とする．分離はブースタがエンジンを停止すると同時

に行われ，オービタは分離後に単独で 15[s]間の慣性飛行を

行った後にロケットエンジンを点火する．高度 100[km]に到

達した後は慣性飛行を行い，ホーマン遷移軌道を経て高度

400[km]に至る．本研究では高度 100[km]までの上昇軌道を設

計する．ブースタには複合推進器が搭載され，オービタには

ロケットエンジンのみが装備されている． 

 ブースタに搭載された複合推進器の空気吸い込みモード

における最大推力値のモデル(1)を以下の図 2 に示す． 

 

図 2 のモデルは Phase1 での飛行速度がマッハ 12.5 未満で

空気吸い込み式エンジンが作動し，それ以外ではロケットエ

ンジンが作動することを想定して最大推力値が設定されて

いる．オービタは高度，速度によらず比推力が 450[s]，最大

推力が 1.12[MN]で一定であり，ロケットエンジンを用いるこ

とを想定している．本研究では初めにブースタの複合推進器

のうち，空気吸い込み式エンジンのみを作動させる場合の軌

道設計を行った．このため Phase1 内での飛行速度がマッハ

12.5 を超えても空気吸い込み式エンジンが作動するものと

した．空気吸い込み式エンジンのみが作動する場合の最大推

力値モデルを図 3 に示す．なお，今回の軌道設計において分

離時の速度（マッハ数）と高度の条件は特に指定しなかった．  

 

3.3 評価関数 

要求を満たす飛行計画を実現するため飛行経路最適化問

題を解き，制御入力値，エンジン切り替えのタイミングなど

を明らかにする．本研究では推進剤消費量を最小化し，かつ

輸送可能なペイロード重量の最大化を目指しているため，評

価関数はオービタの終端重量を最大化するよう設定する．よ

って，オービタの終端重量𝑚𝑜,𝑓を評価関数 J とし，これを最

小化する最適化問題を定義した． 

 

   𝐽 = − 𝑚𝑜,𝑓 (8) 

 𝐽𝑜𝑝𝑡 = min 𝐽 (9) 

 

3.4 諸条件 

 以下に本問題の制約条件を列記する．  

■ 境界条件  

 

 

Phase1 および Phase2 の最大飛行時間をそれぞれ𝑡𝑚𝑎𝑥,1，

𝑡𝑚𝑎𝑥,2とする．最適化ソルバは設定された𝑡𝑚𝑎𝑥,1，𝑡𝑚𝑎𝑥,2の飛

行時間内で経路を設計する．𝑡𝑚𝑎𝑥,1は 200[s]ごとに 6 通りに

設定してそれぞれ解析を行った．いずれの場合も𝑡𝑚𝑎𝑥,2は

1000[s]で一定とした．設定を次の表 3 にまとめる． 

 

 
 

Fig.1 Flight plan 

 
Fig.2 Max thrust of hybrid propulsion engine 
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Fig.3 Max thrust of air breathing mode 
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Table 2 Boundary condition. 
 

Variable t = 0 t = 𝑡𝑓 

h [m] 0 100,000 

θ [deg] 0 free 

V [m/s] 402 7,669 

Mach [-] 1.18 22.5 

γ [deg] 0 0 

𝑚𝑏𝑜𝑜𝑠𝑡𝑒𝑟 ×103[kg] 567.78 free 

𝑚𝑜𝑟𝑏𝑖𝑡𝑒𝑟 ×103[kg] 83.1 19.05 

 

Table 3 Settings of maximum flight tyme. 
 

Time[ks]/Case 1 2 3 4 5 6 

Phase1 tmax,1  1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 

Phase2 tmax,2  1.0 

Overall time  2.0 2.2 2.4 2.5 2.8 3.0 

※[ks] = 103[s] 



■ 離陸，引き起こし条件 

 本研究では機体が離陸可能速度に達した時点を t = 0[s]に

設定した．h=0[m]における動圧上限値をとる速度と離陸可能

速度を考慮し，変数 h-V の解空間に作られる飛行可能領域よ

り初期速度を表 2 の値に設定した． 

 

■ 上昇飛行中の拘束条件 

飛行中の拘束条件を表 4 に表す．荷重倍数 n は式(10)を用い

て計算した．また，動圧は式(11)を用いて計算した． 

 

 𝑛 =
√(𝑇 cos 𝛼 − 𝐷)2 + (𝑇 sin 𝛼 + 𝐿)2

𝑚𝑔0

 (10) 

 𝑞 =
1

2
𝜌𝑉2 (11) 

 

■ 環境条件 

 大気密度の逓減率は式(12)の単純モデルを用いた． 

 

 𝜌 = 𝜌0exp(−0.15𝐻) (12) 

 

式(12)中の𝜌0は標準大気密度で𝜌0 = 1.225[kg/𝑚3]である．

また H は高度 h を km 換算したものである． 

 

■ 空力特性値 

 揚力係数 CLと抗力係数 CDは次の迎角 αを変数とした近似

式で表される． 

 

 𝐶𝐷 = 𝑎1𝛼2 + 𝑏1 (13) 

 𝐶𝐿 = 𝑎2𝛼 + 𝑏2 (14) 

 

各係数にはそれぞれ以下の数値を与えた． 

 

a1 0.883 

a2 7.6865×10-3 

a3 0.84687 

a4 -2.956×10-3 

 

これらを踏まえ，揚力 L と抗力 D は次の式のようになる． 

 

 𝐿 =
1

2
𝜌𝑉2𝐴𝐶𝐿 (15) 

 𝐷 =
1

2
𝜌𝑉2𝐴𝐶𝐷 (16) 

 

 A は機体の代表面積であり，Phase1 ではブースタの翼面積

を，Phase2 ではオービタの翼面積を用いた． 

 

4. 非線形計画問題の定式化 

 本研究では制約付き非線形計画問題の数値計算ソルバと

して MATLAB Optimization Toolbox の fmincon を使用した．

このソルバでは内点法，有効制約法，SQP（Sequential Quadratic 

Programming）法などの中から数値解法を選択することがで

きる．今回は内点法を使用した．本研究では初期値，終端値

を指定した 2 点境界値問題を扱うため，多段シューティング

法を用いた．また各ノード間の状態量は Runge-kutta 法によ

り数値積分し，積分点は Phase1 で 100 点，Phase2 で 60 点と

した．以上の設定を踏まえ，次のように飛行経路最適化問題

を非線形計画問題として定式化した． 

 

 z = [𝑡𝑓, 𝒙0, … , 𝒙𝑁, 𝒖0, … , 𝒖𝑚]  (∈𝑅𝑛) (17) 

 Minimize J(z) (18) 

 𝒛𝑙𝑏 ≤ 𝒛 ≤ 𝒛𝑢𝑏 (19) 

 

z は最適化する変数を結合したベクトルである． u は制御

入力，x は状態変数，t は時間を表す．また式(19)の添え字 lb 

と ub はそれぞれ変数の下限値と上限値を表す．本研究にお

いて x , u は次の式(20)で表される． 

 

 x = [h, θ, V, γ, m]  u = [T, α] (20) 

  

また，非線形制約条件として式(21)が定義される． 

 

 h (x) = 0   g (x) ≤ 0 (21) 

 

ここで h (x)は等式拘束条件の各関数を結合したベクトル

であり，g (x)は不等式拘束条件の各関数のそれを表している． 

 

5. 結果と考察 

5.1 推進剤消費量の考察 

6 通りの Phase1 の最大飛行時間𝑡𝑚𝑎𝑥,1に対するオービタと

ブースタの推進剤消費量を図 4 に示す． 

 

推進剤消費量は tmax,1 が増加するに従いブースタでは増加

し，オービタでは減少している．しかし推進剤消費量の増減

率を比較するとブースタの増加率がオービタの減少率より

も高いため両機体を合わせた総推進剤消費量は tmax,1 が長く

Table 4 Constraint conditions during flight. 
 

Phase1 

Altitude h [m]  h ≧0 

Angle of attack α 

[deg] 

 α ≦20 

Dynamic pressure q 

[kPa] 

 q ≦100 

Path angle γ [deg]  | γ | ≦90 

Load factor n [-]  n ≦4 

Phase2 

Angle of attack α 

[deg] 

 α ≦20 

Dynamic pressure q 

[kPa] 

 q ≦15 

Path angle γ [deg]  | γ |≦90 

Load factor n [-]  n ≦4 

 

 
Fig.4 History of final weight 
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なるに従い増加している．ペイロード重量は tmax,1 の増加に

伴い線形に増加している．考察の結果，ケース 1 と 6 の飛行

では機体および推進器に求められる要求が異なると考察し

た．ケース 1 は推進剤消費量が全ケースの中で最小であり，

最も推進剤効率の良い軌道といえる．しかし単位飛行あたり

に輸送可能なペイロード重量は全ケースの中で最小となる．

このため他のケースと等しい重量のペイロードを輸送する

ためには機体の再利用回数を他より高くする必要がある．よ

ってケース 1 では機体の耐久性を上げ，再利用回数を増加さ

せる必要がある事が分かった．一方ケース 6 では単位飛行当

たりの輸送可能ペイロード重量が最大であるため全ケース

中で輸送性能は最大である．しかし総推進剤消費量が最大と

なるため最も燃料効率の低い飛行軌道となる．重量配分とし

てはブースタ総重量のうち燃料重量が 68.4%を占める．この

重量配分を実現するためブースタでは機体および推進器重

量の軽量化が必要となる．しかし翼重量や複合推進器の重量

を考えると，燃料重量配分の 68.4%という値は厳しい要求と

考えられる．よってケース 6 の飛行を実現するためには構造

重量を軽量化する技術革新が必要であることが分かった． 

5.2 軌道形状に関する考察 

次に𝑡𝑚𝑎𝑥,1 = 1000[s]におけるマッハ数-高度履歴と高度-

時間履歴を図 5，6 にそれぞれ示す．またこの場合における

𝑚𝑏,𝑓と𝑚𝑜,𝑓の値を表 5 に示す． 

図 5 より Phase1 では殆ど全時間において動圧限界を飛行

する結果となった．機体はマッハ 10付近において急上昇し，

オービタの動圧上限値まで上昇した後分離した．その後オー

ビタは高度約 60[km]に至るまでに軌道投入速度マッハ 22.5

より僅かに大きい速度まで増速した後，慣性飛行に移った．

最後に減速を経て軌道投入速度に達した． 

本問題で用いた推力モデルは低高度において最大推力が

大きな値をとる．そのため飛行経路はある速度において最大

推力値が最も大きくなる動圧限界の線上を飛行する経路に

最適化されたと考えられる．また図 6 から Phase1 では𝑡𝑓,1 =

𝑡𝑚𝑎𝑥,1となり，ブースタは最大飛行時間の上限まで機体を単

調に増速させていることから，空気吸い込みモードでの飛行

が機体の増速に十分寄与し，その有効性を発揮していると考

えられる．Phase2 ではオービタの飛行経路は𝑡𝑚𝑎𝑥,1 を変化さ

せても大きな違いは見られなかった． 

 

6. 結論 

軌道設計の結果，Phase1 において空気吸い込みモードのみ

が作動する条件でも複合推進器は目標軌道へ輸送可能なペ

イロード重量の増加に十分寄与していることが明らかにな

った．また Phase1 の最大飛行時間を変化させた場合のブー

スタ，オービタの終端重量の変化を明らかにし，ブースタ構

造重量の削減がペイロード重量の増加につながることが分

かった．ただし，ペイロード重量の増加に寄与する設計パラ

メタは運動方程式に陽に現れるものだけでなく，エンジン機

数や翼面積など制約条件の厳しさに影響するものも考慮し，

評価関数の変化を分析する必要がある．また今回の研究では

安定して解を収束させるための手法を確立できなかったた

め，大気モデルや機体の空力特性に単純化した式を用いて最

適軌道を設計した．今後は fmincon の特性や解を安定して収

束させるための手法を見つけ，より現実に即した大気モデル

式や空力特性値を用いて飛行経路および機体の設計を行う． 
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Fig.5 Mach history of altitude 
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Fig.6 Time history of altitude 
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Table 5 Final Weight of booster and orbiter.   

t𝑚𝑎𝑥,1 = 1000 Booster Orbiter 

Final weight 𝑚𝑓 ×103 [kg] 447.4 29.1 

 


