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1. 研究目的と背景 

 航空機まわりの流体計算では，複雑形状への適合性と高い

計算精度を保持しながらより低い計算コストで実行できる

計算コードが必要とされる．形状適合性に優れ，複雑形状ま

わりの格子生成が容易な非構造格子法の中で，現在広く用い

られている計算手法が有限体積法である．有限体積法は様々

な格子形状に対して保存則を厳密に遵守することができ，計

算コストも比較的低い． 

 しかし，有限体積法はセル境界面の物理量をセル外部のス

テンシルから補間するため，いくつかの問題を持つ．一つは

空間精度が低いことである．セル境界面の物理量の補間精度

は隣接セルの品質に大きく依存する．そのため，隣接セルの

品質が悪い場合，定式通りの計算精度を得ることができない．

もう一つの問題は並列化計算に適さないことである．有限体

積法での高次精度化には，セル外部のより多くのステンシル

が必要となり，コンパクト性を失う．そのため，領域分割に

よる並列化において通信コストが高くなり，並列化効率が下

がる．従って，有限体積法を用いて航空機まわりの流体計算

を行うことは複雑形状への適合性では優れるが，高次精度化

や並列化効率に欠点がある． 

 セル内部に高次精度化のための自由度を持たせることで

前述した有限体積法の問題を回避することができる．このよ

うな考え方に基づく手法の一つに Huynh が考案した流束再

構築法(1)(2)(Flux Reconstruction Method，以下 FR 法)がある．

FR 法では導入した自由度によるセル内部の物理量分布から，

セル内部の流束分布を構築し，セル境界面での数値流束によ

り流束分布を再構築する．再構築された流束分布は計算領域

全体で連続となるため，微分型の保存則を解くことができる．

FR 法では𝐾個の自由度により2𝐾 − 2次の空間精度を得る．セ

ル境界面の物理量をセル内部の情報のみで求めることがで

きるため，隣接セルのみの情報だけで高い計算精度を得られ

るコンパクトな手法であると言える． 

 将来的に航空機まわりの圧縮性流動場への適用を考える

と，主翼上面に形成される衝撃波面のように微分不可となる

不連続面を含んだ大域解を算出する必要がある．不連続分布

近傍での不連続検知と数値振動の抑制には大きく分けて，人

工粘性と制限関数の二つの方法がある．Cook らが考案した

LAD(3)(4)を宮路(5)は FR 法に適用し，衝撃波関連のベンチマー

ク問題を解いている．芳賀ら(6)は FR-LAD を航空宇宙工学分

野の実践的な問題に適用し，非常に良好な結果を得ている． 

 本研究では，航空機まわりの圧縮性流体計算に向けた第一

歩として，線形移流方程式を計算対象とした FR 法の計算コ

ード開発とその検証を目的とする．さらに，不連続分布の移

流問題を例にとり，FR 法に適した制限関数を提案する． 

 

2. 数値計算法 

2.1 １次元 FR法 

 １次元線形移流方程式を考える． 

𝑢% + 𝑓( = 0. (1) 
計算領域はセル𝐸0	(𝑗 = ⋯ ,−1, 0, 1, 2,⋯)	に分割し，各セル内

に𝐾個の内点(自由度)を導入する．セル内の内点をSolution 
Point (以下SP)と呼ぶ．各セル内のSPの座標位置𝑥0,6	(	𝑘 =
1,… ,𝐾)	での解を𝑢0,6と表す． 

(𝑢%)0,6 + (𝑓()0,6 = 0. (2)  
 まず初めにセル𝐸0内の保存量の𝐾 − 1次近似関数をラグラ

ンジュ補間により求める． 

𝑢0(𝜉) = :𝑢0,6𝜙6(𝜉)
<

6=>

, 𝜙6(𝜉) = ?
𝜉 − 𝜉@
𝜉6 − 𝜉@

<

@=>,@A6

. (3) 

次に流束関数を構築する．線形移流方程式を考えているので，

SPでの流束は保存量から簡単に求まる． 
𝑓0,6 = 𝑐𝑢0,6. (4) 

式(3)と同様にセル𝐸0内の流束の𝐾 − 1次近似関数を求める． 

𝑓0(𝜉) = :𝑓0,6𝜙6(𝜉)
<

6=>

. (5) 

これは不連続流束関数と呼ばれ，セル内では連続だが，セル

境界では不連続,つまりセル境界で微分不可である．計算領

域全体で連続となるにはセル境界𝑥0F>/Hで共通の値を持つ必

要がある．セル境界での保存量を両側セルから外挿する． 
𝑢I = 𝑢0(1),			𝑢J = 𝑢0F>(−1). (6) 

Roe法(7)を用いて数値流束を求めると， 

𝑓LMN = 𝑓
0F>H,LMN

=
1
2
[𝑓(𝑢I) + 𝑓(𝑢J)] −

1
2
|𝑎(𝑢S)|(𝑢J − 𝑢I). (7) 

ここで𝑎(𝑢S)は， 

𝑎(𝑢S) = U
𝑓(𝑢J) − 𝑓(𝑢I)

𝑢J − 𝑢I
										𝑖𝑓	𝑢I ≠ 𝑢J

𝑎(𝑢I) = 𝑎(𝑢J)											𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
. (8) 

セル境界で𝑓LMNをとるように再構築する． 

𝐹0(𝜉) = 𝑓0(𝜉) + a𝑓0b>/H,LMN − 𝑓0(−1)c𝑔Ie(𝜉)
																																+a𝑓0F>/H,LMN − 𝑓0(1)c𝑔Je(𝜉). (9)

 

これは連続流束関数と呼ばれ，セル境界でも連続である．こ

こで，𝑔Ie(𝜉)は𝑔Ie(−1) = 1，𝑔Ie(1) = 0となる𝐾次多項式で

あり，修正関数と呼ばれる．	𝑔Je(𝜉)は𝑔Ie(𝜉)の原点対称な多

項式である（𝑔Je(𝜉) = 𝑔Ie(−𝜉)）．式(9)を空間微分する． 

g𝐹hi0,6 = (𝑓h)0,6 + a𝑓0b>/H,LMN − 𝑓0(−1)c𝑔Ie′(𝜉6)

																															+a𝑓0F>/H,LMN − 𝑓0(1)c𝑔Je′(𝜉6). (10)
 

物理座標系でのSPにおける流束の空間微分は， 

g𝐹	(i0,6 = 2 ℎ0⁄ g𝐹hi0,6	. (11) 
ここでℎ0は格子幅を表す．従って，式(2)は半離散式で表せ， 

𝑑𝑢0,6
𝑑𝑡 = −(𝐹()0,6. (12) 

時間積分により保存量を更新する．本研究ではSPに𝐾 = 3の
ガウス点，時間積分法にTVD3次ルンゲクッタ法(8)を用いた． 

 

2.2 制限関数 



 FR法では，不連続流束関数𝑓(𝜉)とセル境界の風上流束との

差倍された修正関数𝑔Ie(𝜉)，𝑔Je(𝜉)の線形和を取ることで連

続流束関数𝐹(𝜉)を得る．しかし，連続流束関数のセル内振動

は解の数値振動の原因となる．本研究では，非物理的な数値

振動の抑制を目指す新たな試みとして，以下に示す2つの制

限関数を考案した． 

2.2.1 制限修正関数 

 修正関数を制限することで，連続流束関数のセル内振動を

抑制することを考える． 

 不連続検知には KXRCF 不連続検知(9)を用いる．次式を満

たす時，𝐹0(𝜉)に制限が必要であると判断する． 

m𝑓0b>(1) − 𝑓0(−1)m
n𝑓0(𝜉)n

> 𝐶6, (13) 

m𝑓0F>(−1) − 𝑓0(1)m
n𝑓0(𝜉)n

> 𝐶6, (14) 

ここで，𝐶6は定数である． 

 𝐾個の SP を取る FR 法では，𝐾次の修正関数を用いるが，

不連続を検知したセルには 1 次の修正関数に制限する．  

 

2.2.2 WENO 制限関数 

 勾配を用いた制限を連続流束関数に行うことで，連続流束

関数のセル内振動を抑制することを考える． 

 2.2.1節と同様に KXRCF 不連続検知を用い，連続流束関数

がセル内振動を生じる可能性のあるセルを検知する．隣接セ

ルと自セルの連続流束関数を用いて，各セルの連続流束関数

を以下のように修正する． 

𝐹q@(𝑥) = 𝐹@(𝑥) −
1
ℎ0
r 𝐹@(𝑥)
st

𝑑𝑥 +
1
ℎ0
r 𝐹0(𝑥)
st

𝑑𝑥

																																																, (𝑙 = 𝑗 − 1,	 𝑗,	 𝑗 + 1). (15)
 

式(15)で修正した連続流束関数を用いて，WENO法(10)と同様

に重み付け平均を取ることで，セル𝐸0での制限された連続流

束関数𝐹0vwN(𝑥)を得る． 

𝐹0vwN(𝑥) = : 𝜔@𝐹q@(𝑥)
0F>

@=0b>

. (16) 

式(15),(16)より，𝜔0b> + 𝜔0 + 𝜔0F> = 1であれば，𝐹0vwN(𝑥)が
𝐹0(𝑥)と同じセル平均値を取ることがわかる．よって，重みは

次式のように規格化して与える． 

𝜔@ =
𝜔y@

∑ 𝜔y{
0F>
{=0b>

, (𝑙 = 𝑗 − 1,	 𝑗,	 𝑗 + 1). (17) 

重み𝜔y@は次式で表される． 

𝜔y@ =
𝛾@

(𝜀 + 𝛽@)H
, (𝑙 = 𝑗 − 1,	 𝑗,	 𝑗 + 1). (18) 

ここで，𝜀 > 0として分母がゼロになることを防ぐ．滑らかな

領域において，𝐹q0(𝜉)は十分な精度を持っているので，参考文

献(11)と同様に自セルの連続流束関数が散逸的にならないよ

う𝛾@を設定する． 
𝛾0 = 0.998, 𝛾0b> = 𝛾0F> = 0.001 (19) 

𝛽@は滑らかさ係数と呼ばれ，各連続流束関数のセル𝐸0での滑

らかさを微分を用い，定量評価する． 

𝛽@ =:gℎ0i
�
r �

𝑑�

𝑑𝑥� 𝐹
q@(𝑥)�

H

st
𝑑𝑥

H

�=>

. (20) 

 連続流束関数𝐹0(𝑥)が振動を起こしているセル𝐸0では，全て

のSPにおいて，連続流束関数の値𝐹0(𝑥0,6)を隣接セルの連続流

束関数との重み付け平均により得られた制限連続流束関数

の値𝐹0vwN(𝑥0,6)に置き換える．連続流束関数𝐹0(𝑥)が振動を生

じないセル𝐸0では，𝐹0vwNg𝑥0,6i = 𝐹0(𝑥0,6)となる． 

 

3. 計算結果 

3.1 １次元線形移流 FR法コードの精度検証 

 計算領域は𝑥方向に[0,1]，格子点数は50点，周期境界とし

て計算した．初期条件は次式である． 
𝑢�v�% = sin(2𝜋𝑥) . (21) 

移流速度は𝑐 = 1とした．図 1 左に計算結果を示す．図１の

赤線は 10,000 ステップ後の計算結果を，黒線はその時の誤

差を表している．この図から解が発散することなく，物理量

の移流が解けていることを確認できる．図１右に格子点数が

30 点，60 点，120 点の時の局所誤差の対数グラフを示す．3
つの値を用いた最小二乗法による近似直線の傾きから，3.95
次の計算精度を確認した． 

 
 

3.2 制限関数を用いた不連続流れの数値計算 

 計算領域は𝑥方向に[0,1]，格子点数は 50 点，境界条件は自

由流入出として計算した．次式を初期条件として与えた． 
𝑢�v�%(𝑥) = �1					𝑥 ≤ 0.1

0					𝑥 > 0.1 . (22) 
移流速度は𝑐 = 1，𝑐6 = 0.001とした． 
 制限修正関数の計算結果を図 2 に示す．赤線が計算結果，

黒破線が厳密解を表す．図 2左は 1 ステップ後の計算結果を

表す．不連続近傍で数値振動は生じていないが，修正関数が

1 次関数に制限されているため，不連続が階段状に表現され

ている． 図 2右は 35 ステップ後の計算結を表す．修正関数

が 1 次関数に制限されている領域が拡大し，解が鈍っている

ことがわかる．また，不連続検知されたセル内の物理量に高

次精度の分布を持たせることができないこの制限手法は FR
法には向かないと考えられる． 

 
 WENO 制限関数の計算結果を図 3 に示す．赤線が計算結

果，黒破線が厳密解を表す．図 3左は 1 ステップ後の計算結

果を表す．不連続近傍で数値振動は生じていないが，制限修

正関数を用いた場合と同様に不連続分布が階段状に解像さ

れている．しかし，図 3右に示す 35 ステップ後の計算結果

では，制限修正関数とは異なり，不連続近傍のセル内に高次

精度の分布が生じている．WENO 制限関数は KXRCF 不連続

検知した後，セル内の分布の滑らかさにより隣接セルとの重

み付け平均を取るため，不連続検知されたセルであっても分

布が得られた． 

Fig. 1 Advection of sine wave and numerical accuracy
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Fig. 2 Advection of step function with limited correction function
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4. まとめ 

 1 次元線形移流方程式に対し，FR 法の数値計算コードを作

成した．一セルあたり 3 個の自由度を追加することで 3.95 次

の計算精度が得られていることを確認した． 

 FR 法においては，数値振動を伴わない不連続分布を鮮明

に解像するためには流束関数の勾配を制限することが重要

であるとわかった． 
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Fig. 3 Advection of step function with WENO limiter function
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