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第 1章 

緒論 
 

 

 

 

1.1 研究背景 

 航空機開発における数値流体力学の優位性 

航空機開発は, 1903 年のライト兄弟による世界初の有人飛行機から始まった. ライ

ト兄弟は, 自作の設備で風洞試験を行い, 成功を収めた. 現在の風洞は, 規模が拡大

し, 大型の物では高さ 6.5m, 幅 5.5m の物も存在する. 性能も向上しており, マッハ

数変動が±0.3%以内の高精度な物も存在する. 風洞試験は, 実際に航空機が飛行する

条件と同じ条件で試験を行わなければならず, 風洞や模型の作成に莫大な費用と時間

が必要である. そのため, コンピューターの発展した近年の航空機設計では, 数値流

体力学(Computational Fluid Dynamics, 以下 CFD)が用いられる. CFD を使用すること

で航空機まわりの揚力係数や抗力係数を算出することができる. 特に, 離着陸時の揚

力特性や巡航時の抵抗値は航空機開発において非常に重要である. 例えば, 巡航状態

での抗力係数は必要推力に相当するため, 燃費に直結する. そのため, 非常に高い精

度の CFD による空力特性評価が必須である. また一方で, 航空機全体で見ても, その

形状は複雑であるため, 機体形状に適合させた非構造格子を採用すると有利である. 

現在の航空機開発の現場では, 格子の形状適合性が高く, 高次精度かつ計算時間が短

い, CFD コードが求められる.  

 

 

 航空機開発における代表的な計算手法 

現在, 広く用いられている計算手法が有限体積法である. 有限体積法は様々な格子

形状に対して保存則を厳密に遵守することができ, 計算コストも比較的低い. しかし, 

有限体積法には二つの欠点が存在する. 一つ目は, 多次元の場合, 定式通りの計算精
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度を得ることができないことである. セル境界面の物理量の補間精度は隣接セルの品

質に大きく依存するため, 隣接セルの品質が悪い場合に定式通りの計算精度を得るこ

とができない. 二つ目は, 並列化効率が低いことである. 有限体積法の高次精度化に

は, 多くのステンシルが必要となり, コンパクト性を失う. そのため, 領域分割によ

る並列化において通信コストが高くなり, 並列化効率が下がる. 従って, 有限体積法

は複雑形状への適合性では優れているが, 計算精度と並列化効率に欠点がある. そこ

で, 様々な研究機関が高次精度スキームの開発を進めている.  

その中で, 最も広く知られている非構造高次精度スキームは不連続ガレルキン法

[1](Discontinuous Galerkin method, 以下 DG 法)である. DG 法は, セル内の物理量分布を

基底関数で級数展開し, セル境界面ではガウス求積法により数値流束を計算する. DG

法は積分型の保存則を解き, K 個の自由度から2𝐾 − 1次の空間精度を得る. 自セルのみ

で計算が完結できるためコンパクトな手法であり, 隣接セルの品質に影響されること

なく, 定式通りの計算精度を得ることができる. セル内に K 個の自由度を持つため計算

コストは増加するが, 並列計算に向く. 一セルあたり自由度の分だけデータ量が増加し, 

時間積分に陰解法を用いる際, 巨大な逆行列計算が必要となるので, 計算コストが著し

く高いという欠点を持つ.  

 

 DFR法 

そこで, 新たに高次精度で計算コストの削減が見込める手法が Huynh によって考案

された直接流束再構築法[2](Direct Flux Reconstruction method, 以下 DFR 法)である. 

DFR 法は, セル内部に複数のデータ点(Solution Point 以下 SP)を持ち, SP での物理量か

らセル内部の流束分布を構築する. 構築したセル内部の流束分布とセル境界での数値

流束を用いて, 連続な流束分布を再構築する. 再構築された流束は不連続点が存在しな

いため, 流束の空間微分を求めることができる. 従って, DFR 法は微分型の保存則を解

くことができ,  K 個の自由度から2𝐾 − 2次の空間精度を得る. また, 自セルと隣接セル

のみの情報で計算が完結できるため, コンパクトな手法である.  

航空機まわりの圧縮性流体では衝撃波が発生するため, 不連続面を含んだ計算をし

なければならない. 線形移流問題に対する Godunov の定理[3]より,  2 次精度以上の空

間精度の場合, 不連続面付近では必ず数値振動が発生するため, 不連続検知と数値振動

の抑制方法を考える必要がある. 不連続面の対処方法として広く知られているのが , 

Cook らが考案した人工粘性法の一つの Localized Artificial Diffusivity 法(LAD)[4][5]であ

る. 宮路は LAD を流束再構築法[6](Flux Reconstruction method, 以下 FR 法)に適用し, 衝

撃波関連のベンチマーク問題を解いている[7]. また, 芳賀と河合[8]は FR-LAD を航空

宇宙工学分野の実践的な問題に適用し, 非常に良好な結果を得ている.  
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1.2 研究目的 
 本研究では, 航空機まわり流れ場の粘性圧縮性を考慮した DFR 計算コードの構築を

目的とする. そのためにまず, 線形移流方程式を計算対象とした DFR 法の計算コード

開発とその検証を行う. さらに, 圧縮性流体のベンチマーク問題の一つである Sod の衝

撃波管問題によって計算コードを検証する. 最後に, 境界層問題を対象に粘性流計算

し, 厳密解と比較する. 
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第 2章 

数値計算法 

 

2.1 1次元線形移流方程式 DFR法 

 支配方程式 

 1 次元線形移流方程式を考える. 

𝑢𝑡 + 𝑓𝑥 = 0. (2.1) 

ここで, 𝑓は流束を表し, 流束は移流速度𝑐と保存量𝑢の積として与えられる. 

 

 

 座標系 

 ルジャンドル多項式の直交性を利用するため, 物理座標系𝑥に代えて, 𝐼 = [−1, 1] 

の閉区間である一般座標系𝜉を用いる. 一般座標系から物理座標系への変換式は, 

𝑥(𝜉) = 𝑥𝑗 +
ℎ𝑗

2
𝜉. (2.2) 

ここで, 𝑥𝑗はセル𝐸𝑗の中心座標を, ℎ𝑗はセル𝐸𝑗の格子幅を表している. 物理座標系から

一般座標系への座標変換は, 

𝜉(𝑥) =
2

ℎ𝑗
(𝑥 − 𝑥𝑗). (2.3) 

一般座標系での関数𝑟𝑗(𝜉)を物理座標系のセル𝐸𝑗内で分布する関数𝑟𝑗(𝑥)で表すことがで

き, 

𝑟𝑗(𝜉) = 𝑟𝑗(𝑥(𝜉)), (2.4) 

となるので, それぞれの座標系での空間微分は次式の関係になる. 

𝑑𝑟𝑗(𝑥)

𝑑𝑥
=

𝑑𝜉

𝑑𝑥

𝑑𝑟𝑗(𝜉)

𝑑𝜉
=

2

ℎ𝑗

𝑑𝑟𝑗(𝜉)

𝑑𝜉
. (2.5) 

 

 

 

 



 

7 

 

 離散化 

 計算領域をセル𝐸𝑗 , (𝑗 = ・・・ − 1, 0, 1,・・・)に分割し, 各セル内に𝐾個の内点(自

由度)を導入する. 自由度を Solution Point(以下 SP)と呼ぶ. セル𝐸𝑗における SP の位置

𝑥𝑗,𝑘(𝑘 = 1, ・・・𝐾)での保存量を𝑢𝑗,𝑘と表すと, 式(2.1)は 

(𝑢𝑡)𝑗,𝑘 + (𝑓𝑥)𝑗,𝑘 = 0, (2.6) 

となる. 物理座標系セル𝐸𝑗から一般座標系𝐼へ座標変換する. 

𝜉𝑘 = 𝜉(𝑥𝑗,𝑘) =
2

ℎ𝑗
(𝑥𝑗,𝑘 − 𝑥𝑗), (2.7) 

(𝑢𝑡)𝑗,𝑘 +
2

ℎ𝑗
(𝑓𝜉)

𝑗,𝑘
= 0. (2.8) 

 次に流束の空間微分を求める. 線形移流方程式を考えているので, SP での流束は移

流速度𝑐と保存量𝑢の積で求まる. 

𝑓𝑗,𝑘 = 𝑐𝑢𝑗,𝑘 . (2.9) 

流束の𝐾 − 1次近似関数をラグランジュ補間により求める. 

𝑓𝑗(𝜉) = ∑ 𝑓𝑗,𝑘𝛷𝑘(𝜉)

𝐾

𝑘=1

, (2.10) 

𝛷𝑘(𝜉) = ∏
𝜉 − 𝜉𝑙

𝜉𝑘 − 𝜉𝑙 

𝐾

𝑙=1,𝑙≠𝑘

. (2.11) 

 

図 2.1 に𝐾 = 3の場合,上式で求めた流束関数𝑓𝑗(𝜉)を示す. ただし, セル境界で不連続

となる. 

 

図 2.1 不連続流束分布(𝐾 = 3)の模式図 
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連続な流束関数を得るには, セル境界𝑥𝑗−1/2で共通の流束値を持つ必要ある. 共通の

流束値は左右のセル境界の保存量から求める. セル𝐸𝑗内の保存量の𝐾 − 1次近似関数を

式(2.10)と同様の方法で求める. まず, セル境界の位置座標𝑥𝑗−1/2は以下のように求め

る. 

 

𝑥
𝑗−

1
2

= 𝑥𝑗 +
ℎ𝑗

2
× (−1) = 𝑥𝑗−1 +

ℎ𝑗−1

2
× 1 (2.12) 

 

この𝑥𝑗−1/2点で共通の流束値を持つ必要ある. 

 

𝑢𝑗(𝜉) = ∑ 𝑢𝑗,𝑘𝛷𝑘(𝜉)

𝐾

𝑘=1

. (2.13) 

 

上式の再構築した保存量の分布から左右のセル境界𝑥
𝑗−

1

2

での保存量を求める. 

𝑢𝐿 = 𝑢𝑗−1(1), (2.14) 

𝑢𝑅 = 𝑢𝑗(−1). (2.15) 

添え字𝐿は左側セル境界, 添え字𝑅は右側セル境界を意味する. 式(2.14), (2.15)より, 

共通流束𝑓𝑐𝑜𝑚を風上差分で求める. 

𝑓𝑐𝑜𝑚(𝑢𝐿 + 𝑢𝑅) =
1

2
𝑐(𝑢𝐿 + 𝑢𝑅) −

1

2
|𝑐|(𝑢𝑅 − 𝑢𝐿). (2.16) 

左右のセル境界の座標位置, 共通流束を以下のように設定する.  

𝑥𝑗,0 = 𝑥𝑗−1/2,  𝑥𝑗,𝐾+1 = 𝑥𝑗+1/2, (2.17) 

 

𝑓𝑗,0 = 𝑓𝑗−1/2
𝑐𝑜𝑚 ,  𝑓𝑗,𝐾+1 = 𝑓𝑗+1/2

𝑐𝑜𝑚 . (2.18) 

式(2.9), (2.17), (2.18)より, 𝐾 + 1次の連続流束関数𝐹𝑗(𝑥𝑗,𝑘)を求める. 

𝐹𝑗(𝑥𝑗,𝑘) = ∑ 𝑓𝑗,𝑘𝛷𝑘(𝑥)

𝐾+1

𝑘=0

. (2.19) 

𝛷𝑘(𝑥) = ∏
𝑥 − 𝑥𝑙

𝑥𝑘 − 𝑥𝑙 

𝐾

𝑙=1,𝑙≠𝑘

. (2.20) 

 

図 2.2 に 𝐾 = 3の場合,上式で求めた連続流束関数を示す. 
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図 2.2 連続流束分布(𝐾 = 3)の模式図 

 

連続流束関数は微分可能であるので, 流束の空間微分(𝑓𝑥)𝑗,𝑘は 

(𝑓𝑥)𝑗,𝑘 = (𝐹𝑗)
𝑥

(𝑥𝑗,𝑘), (2.21) 

となる.従って, 式(2.6)を次式のように半離散式で表すことができる. 

𝑑𝑢𝑗,𝑘

𝑑𝑡
= −(𝐹𝑗)

𝑥
(𝑥𝑗,𝑘). (2.22) 

式(2.22)に対して, 時間積分を行うことで保存量を時間更新する. 

 本研究では SP は𝐾 = 3のガウス点を用いる. また, 時間積分には TVD 3 次ルンゲク

ッタ法[9]を用いる. 

 

 

  保存性の確認 

𝑢𝑗(𝜉)は𝐾個の SP により, 𝐾 − 1次関数に近似する. SP での重みを𝑤𝑘とすると, 

∫ 𝑢𝑗(𝜉)𝑑𝜉 = ∑ 𝑤𝑘

𝐾

𝑘=1

1

−1

𝑢𝑗,𝑘  , (2.23) 

と表すことができる. 式(2.3)より, 一般座標系から物理座標系へ座標変換する. 

∫ 𝑢𝑗(𝑥)𝑑𝑥
𝐸𝑗

=
ℎ𝑗

2
∑ 𝑤𝑘𝑢𝑗,𝑘

𝐾

𝑘=1

. (2.24) 

式(2.24)の両辺の時間微分を取る. 

∂

∂𝑡
∫ 𝑢𝑗(𝑥)𝑑𝑥

𝐸𝑗

=
ℎ𝑗

2

∂

∂𝑡
∑ 𝑤𝑘𝑢𝑗,𝑘

𝐾

𝑘=1

. (2.25) 

多少の式変形を行う. 



 

10 

 

𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝑢𝑗(𝑥)𝑑𝑥

𝐸𝑗

=
ℎ𝑗

2
∑ 𝑤𝑘

𝑑𝑢𝑗,𝑘

𝑑𝑡

𝐾

𝑘=1

. (2.26) 

式(2.22)より,  

𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝑢𝑗(𝑥)𝑑𝑥

𝐸𝑗

= −
ℎ𝑗

2
∑ 𝑤𝑘(𝐹𝑗)

𝑥
(𝑥𝑗,𝑘)

𝐾

𝑘=1

. (2.27) 

と変形できる. 連続流束関数の空間微分𝑓𝑗(𝑥)に対しても式(2.22)と同様の変形が可能で

ある. 

∫ (𝑓𝑗)
𝑥

(𝑥𝑗)𝑑𝑥
𝐸𝑗

=
ℎ𝑗

2
∑ 𝑤𝑘(𝐹𝑗)

𝑥
(𝑥𝑗,𝑘)

𝐾

𝑘=1

. (2.28) 

式(2.28)右辺を物理座標系から一般座標系に座標変換する. 

∫ (𝑓𝑗)
𝑥

(𝑥𝑗)𝑑𝑥
𝐸𝑗

= ∫ (𝐹𝜉)
𝑗
(𝜉)𝑑𝜉

1

−1

. (2.29) 

式(2.29)左辺より 

∫ (𝑓𝑗)
𝑥

(𝑥𝑗)𝑑𝑥
𝐸𝑗

= 𝑓𝑗+1/2
𝑐𝑜𝑚 − 𝑓𝑗−1/2

𝑐𝑜𝑚 , (2.30) 

となる. 式(2.26), (2.28), (2.30)より, 

𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝑢𝑗(𝑥)𝑑𝑥

𝐸𝑗

= 𝑓𝑗+1/2
𝑐𝑜𝑚 − 𝑓𝑗−1/2

𝑐𝑜𝑚 . (2.31) 

よって, 1 次元 DFR 法は保存則を満たす. ただし, 𝑓𝑗+1/2
𝑐𝑜𝑚 と𝑓𝑗−1/2

𝑐𝑜𝑚 は風上流束とする. 

 

2.2 2次元圧縮性流体 DFR法 

 支配方程式 

 2 次元オイラー方程式を考える. 

𝜕𝑸

𝜕𝑡
+

𝜕𝑬

𝜕𝑥
+

𝜕𝑭

𝜕𝑦
= 0. (2.32) 

ここで, 𝑸は保存量ベクトル, 𝑬と𝑭は対流流束ベクトルを表す. 

𝑸 = (

𝜌
𝜌𝑢
𝜌𝑣
𝐸

) , 𝑬 = (

𝜌𝑢

𝜌𝑢2 + 𝑝
𝜌𝑢𝑣

(𝐸 + 𝑝)𝑢

) , 𝑭 = (

𝜌𝑣
𝜌𝑢𝑣

𝜌𝑣2 + 𝑝

(𝐸 + 𝑝)𝑣

) . (2.33) 

ただし, 𝜌:密度, 𝑢:𝑥方向の移流速度, 𝑣:𝑦方向の移流速度, 𝑝:圧力, 𝐸:全エネルギー

である. 
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 離散化 

初めに計算領域をセル𝐸𝑖,𝑗, (𝑖 =  1, 2,・・・, 𝑗 =  1, 2,・・・)に分割し, 各セル内に

𝐾 × 𝐾個の SP を導入する. セル𝐸𝑖,𝑗における SP の位置(𝑥𝑖,𝑘 , 𝑦𝑗,𝑙)(𝑘 = 1, ・・・𝐾), (𝑙 =

1, ・・・𝐾)での保存量ベクトルを𝑸𝑖,𝑗,𝑘,𝑙とすると式(2.31)は 

(𝑸𝑡)𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 + (𝑬𝑥)𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 + (𝑭𝑦)
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

= 0. (2.34) 

ここで物理座標系𝐸𝑖,𝑗から一般座標系𝐼に座標変換する. 

𝜉𝑘 = 𝜉(𝑥𝑖,𝑘) =
2

ℎ𝑖
(𝑥𝑖,𝑘 − 𝑥𝑖), (2.35) 

𝜂𝑙 = 𝜂(𝑦𝑗,𝑙) =
2

ℎ𝑗
(𝑦𝑗,𝑙 − 𝑦𝑗), (2.36) 

(𝑸𝑡)𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 +
2

ℎ𝑖
(𝑬𝜉)

𝑖,𝑗,𝑘,𝑙
+

2

ℎ𝑗
(𝑭𝜂)

𝑖,𝑗,𝑘,𝑙
= 0. (2.37) 

 次に対流流束の空間微分を求める. SP での対流流束ベクトル𝑬𝑖,𝑗,𝑘,𝑙, 𝑭𝑖,𝑗,𝑘,𝑙から対流

流束の𝐾 − 1次近似関数を式(2.10)と同様の方法で求める. 

𝑬𝑖,𝑗,𝑘,𝑙(𝜉) = ∑ 𝑬𝑖,𝑗,𝑘,𝑙𝛷𝑘(𝜉)

𝐾

𝑘=1

, (2.38) 

𝑭𝑖,𝑗,𝑘(𝜂) = ∑ 𝑭𝑖,𝑗,𝑘,𝑙𝛷𝑙(𝜂)

𝐾

𝑙=1

, (2.39) 

𝛷𝑙(𝜂) = ∏
𝜂 − 𝜂𝑘

𝜂𝑙 − 𝜂𝑘 

𝐾

𝑙=1,𝑙≠𝑘

. (2.40) 

上式で求めた対流流束関数はセル境界で不連続である. 対流流束関数を連続にするに

は, セル境界で共通の対流流束値を持つ必要がある. 共通の対流流束値は左右のセル

境界の保存量から求める. セル𝐸𝑖,𝑗内の保存量の𝐾 − 1次近似関数を式(2.10)と同様の方

法で求める. 

𝑸𝑖,𝑗,𝑙(𝜉) = ∑ 𝑸𝑖,𝑗,𝑘,𝑙𝛷𝑘(𝜉)

𝐾

𝑘=1

, (2.41) 

𝑸𝑖,𝑗,𝑘(𝜂) = ∑ 𝑸𝑖,𝑗,𝑘,𝑙𝛷𝑙(𝜂)

𝐾

𝑘=1

. (2.42) 

保存量の再構築分布から上下左右のセル境界での保存量を求める. 
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𝒒𝐿𝑗,𝑙
= 𝒒𝑖−1,𝑗,𝑙(1), (2.42) 

𝒒𝑅𝑗,𝑙
= 𝒒𝑖,𝑗,𝑙(−1), (2.43) 

𝒒𝑈𝑖,𝑘
= 𝒒𝑖,𝑗−1,𝑘(1), (2.44) 

𝒒𝐷𝑖,𝑘
= 𝒒𝑖,𝑗,𝑘(−1). (2.45) 

 

添え字𝐿は左側セル境界, 添え字𝑅は右側セル境界, 添え字𝑈は上側セル境界, 添え字𝐷

は下側セル境界を意味する. 式(2.42), (2.43), (2.44), (2.45)より, Roe 法[10]を用いてセル

境界での共通対流流束𝒆𝒄𝒐𝒎, 𝒇𝒄𝒐𝒎を求める. 得られた共通対流流束を以下のように設

定する. 

𝒆𝑖,𝑗,0,𝑙 = 𝒆𝑖−1/2,𝑗,𝑙
𝑐𝑜𝑚 ,   𝒆𝑖,𝑗,𝐾+1,𝑙 = 𝒆𝑖+1/2,𝑗,𝑙

𝑐𝑜𝑚 , (2.46) 

𝒇𝑖,𝑗,𝑘,0 = 𝒇𝑖,𝑗−1/2,𝑘
𝑐𝑜𝑚 ,   𝒇𝑖,𝑗,𝑘,𝐾+1 = 𝒇𝑖,𝑗+1/2,𝑘

𝑐𝑜𝑚 . (2.47) 

 

式(2.18)と同様の方法で, 連続対流流束関数𝑬𝒊(𝒙𝒊,𝒌), 𝑭𝒋(𝒚𝒋,𝒍)を求める. 

𝑬𝑖,𝑗,𝑙(𝑥𝑖,𝑘) = ∑ 𝒆𝑖,𝑘𝛷𝑘(𝑥)

𝐾+1

𝑘=0

, (2.48) 

𝑭𝑖,𝑗,𝑘(𝑦𝑗,𝑙) = ∑ 𝒇𝑗,𝑙𝛷𝑙(𝑦)

𝐾+1

𝑘=0

. (2.49) 

連続対流流束関数から対流流束の空間微分を求める. 

(𝒆𝑥)𝑖,𝑗,𝑙 = (𝑬𝑖,𝑗,𝑙)
𝑥

(𝑥𝑖,𝑘), (2.50) 

(𝒇𝑦)
𝑖𝑗,𝑘

= (𝑭𝑖,𝑗,𝑘)
𝑦

(𝑦𝑗,𝑙). (2.51) 

従って, 式(2.33)は以下のような半離散式で表すことができる. 

𝜕𝑸𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

𝜕𝑡
= −(𝑬𝑖,𝑗,𝑙)

𝑥
(𝑥𝑖,𝑘) − (𝑭𝑖,𝑗,𝑘)

𝑦
(𝑦𝑗,𝑙). (2.52) 

式(2.52)に対して, 時間積分を行うことで保存量を時間更新する. 
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2.3 2次元圧縮性粘性流体 DFR法 

 支配方程式 

 2 次元圧縮性ナビエストークス方程式を考える. 

𝜕𝑸

𝜕𝑡
+

𝜕𝑬

𝜕𝑥
+

𝜕𝑭

𝜕𝑦
−

𝜕2𝑬𝒗

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑭𝒗

𝜕𝑦2
= 0. (2.53) 

ここで, 𝑸は保存量ベクトル, 𝑬, 𝑭は対流流束ベクトル, 𝑬𝒗, 𝑭𝒗は粘性流束ベクトル

を表す. 

𝑸 = (

𝜌
𝜌𝑢
𝜌𝑣
𝐸

) , 𝑬 = (

𝜌𝑢

𝜌𝑢2 + 𝑝
𝜌𝑢𝑣

(𝐸 + 𝑝)𝑢

) , 𝑭 = (

𝜌𝑣
𝜌𝑢𝑣

𝜌𝑣2 + 𝑝
(𝐸 + 𝑝)𝑣

) , (2.54) 

𝑬𝒗 = (

0
𝜏𝑥𝑥
𝜏𝑥𝑦

𝑢𝜏𝑥𝑥 + 𝑣𝜏𝑥𝑦 − 𝑞𝑥

) , 𝑭𝒗 = (

0
𝜏𝑦𝑥

𝜏𝑦𝑦

𝑢𝜏𝑦𝑥 + 𝑣𝜏𝑦𝑦 − 𝑞𝑦

) . (2.55) 

ただし, 𝜌:密度, 𝑢:𝑥方向の移流速度, 𝑣:𝑦方向の移流速度, 𝑝:圧力, 𝐸:全エネルギー

である. また, 𝝉は粘性応力, 𝒒は熱流束を示す. 粘性応力𝝉と熱流束𝒒は Stokes の定理

と Fourier の法則を用いて 

𝜏𝑥𝑥 =
2

3
𝜇 (2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) , (2.56) 

𝜏𝑦𝑦 =
2

3
𝜇 (2

𝜕𝑣

𝜕𝑦
−

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) , (2.57) 

𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 = 𝜇 (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) , (2.58) 

𝑞𝑥 = −𝜅
𝜕𝑇

𝜕𝑥
, 𝑞𝑦 = −𝜅

𝜕𝑇

𝜕𝑦
, (2.59) 

のように与えられる. ここで𝜅は熱伝導係数, 𝑇は温度を示す. 

  離散化 

初めに計算領域をセル𝐸𝑖,𝑗, (𝑖 =  1, 2,・・・, 𝑗 =  1, 2,・・・)に分割し, 各セル内に

𝐾 × 𝐾個の SP を導入する. セル𝐸𝑖,𝑗における SP の位置(𝑥𝑖,𝑘 , 𝑦𝑗,𝑙)(𝑘 = 1, ・・・𝐾), (𝑙 =

1, ・・・𝐾)での保存量ベクトルを𝑸𝑖,𝑗,𝑘,𝑙とすると式(2.52)は 

(𝑸𝒕)𝒊,𝒋,𝒌,𝒍 + (𝑬𝒙)𝒊,𝒋,𝒌,𝒍 + (𝑭𝒚)
𝒊,𝒋,𝒌,𝒍

− (𝑬𝒗𝒙𝒙)
𝒊,𝒋,𝒌,𝒍

− (𝑭𝒗𝒚𝒚
)

𝒊,𝒋,𝒌,𝒍
= 0. (2.60) 

ここで物理座標系𝐸𝑖,𝑗から一般座標系𝐼に座標変換する. 
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𝜉𝑘 = 𝜉(𝑥𝑖,𝑘) =
2

ℎ𝑖
(𝑥𝑖,𝑘 − 𝑥𝑖), (2.61) 

𝜂𝑙 = 𝜂(𝑦𝑗,𝑙) =
2

ℎ𝑗
(𝑦𝑗,𝑙 − 𝑦𝑗), (2.62) 

(𝑸𝒕)𝒊,𝒋,𝒌,𝒍 +
2

ℎ𝑖
(𝑬𝝃)

𝒊,𝒋,𝒌,𝒍
+

2

ℎ𝑗
(𝑭𝜼)

𝒊,𝒋,𝒌,𝒍
−

2

ℎ𝑖
(𝑬𝒗𝝃𝝃

)
𝒊,𝒋,𝒌,𝒍

−
2

ℎ𝑗
(𝑭𝒗𝜼𝜼

)
𝒊,𝒋,𝒌,𝒍

= 0. (2.63) 

ただし, 対流流束(𝑬𝒙)𝒊,𝒋,𝒌,𝒍 , (𝑭𝒚)
𝒊,𝒋,𝒌,𝒍

の離散化は前節で示したため , 今節は粘性流束

(𝑬𝒗𝒙𝒙)
𝒊,𝒋,𝒌,𝒍

, (𝑭𝒗𝒚𝒚
)

𝒊,𝒋,𝒌,𝒍
の離散化を示す. SP での粘性流束𝑬𝒗𝒊,𝒋,𝒌,𝒍

, 𝑭𝒗𝒊,𝒋,𝒌,𝒍
から粘性流束の

𝐾 − 1次近似関数を式(2.10)と同様の方法で求める. 

𝑬𝒗𝒊,𝒋,𝒍
(𝝃) = ∑ 𝑬𝒗𝒊,𝒋,𝒌,𝒍

𝛷𝑘(𝜉)

𝐾

𝑘=1

, (2.64) 

𝑭𝒗𝒊,𝒋,𝒌
(𝜼) = ∑ 𝑭𝒗𝒊,𝒋,𝒌,𝒍

𝛷𝑙(𝜂)

𝐾

𝑙=1

, (2.65) 

上式で求めた粘性流束関数から, SP での粘性流束の 1 階微分値(𝒆𝒗𝝃
)

𝒊,𝒋,𝒍
, (𝒇𝒗𝜼

)
𝒊,𝒋,𝒌

を求

める. 

(𝒆𝒗𝝃
)

𝒊,𝒋,𝒌,𝒍
= (𝑬𝒗𝒊,𝒋,𝒍

)
𝝃

(𝝃𝒊,𝒌), (2.66) 

(𝒇𝒗𝜼
)

𝒊,𝒋,𝒌,𝒍
= (𝑭𝒗𝒊,𝒋,𝒌

)
𝜼

(𝜼𝑖,𝑘). (2.67) 

 

次に, セル境界で共通の粘性流束の 1 階微分値𝒆𝒗𝝃
𝒄𝒐𝒎, 𝒇𝒗𝜼

𝒄𝒐𝒎を求める. 共通の粘性流

束の 1 階微分値は左右のセル境界の粘性流束の 1 階微分値から求める. 式(2.64), 

(2.65)から上下左右のセル境界での粘性流束の 1 階微分値を求める. 

𝒆𝒗𝑳𝒊,𝒋,𝒍
= (𝑬𝒗𝒊−𝟏,𝒋,𝒍

)
𝝃

(1), (2.68) 

𝒆𝒗𝑹𝒊,𝒋,𝒍
= (𝑬𝒗𝒊,𝒋,𝒍

)
𝝃

(−1), (2.69) 

𝒇𝒗𝑼𝒊,𝒋,𝒌
= (𝑭𝒗𝒊,𝒋−𝟏,𝒌

)
𝜼

(1), (2.70) 

𝒇𝒗𝑫𝒊,𝒋,𝒌
= (𝑭𝒗𝒊,𝒋,𝒌

)
𝜼

(−1). (2.71) 
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添え字𝐿は左側セル境界, 添え字𝑅は右側セル境界, 添え字Uは上側セル境界, 添え字D

は下側セル境界を意味する. 粘性は左右の影響を均等に受ける必要があるため, セル

境界での粘性流束の 1 階微分値は, 左右の粘性流束の 1 階微分値の平均値とする. 同

様に上下方向のセル境界値も平均値とする. 

(𝒆𝒗𝝃
𝒄𝒐𝒎)

𝒊−𝟏/𝟐,𝒋,𝒍
=

1

2
(𝒆𝒗𝑳𝒊,𝒋,𝒍

+ 𝒆𝒗𝑹𝒊,𝒋,𝒍
), (2.72) 

(𝒆𝒗𝝃
𝒄𝒐𝒎)

𝒊+𝟏/𝟐,𝒋,𝒍
=

1

2
(𝒆𝒗𝑳𝒊+𝟏,𝒋,𝒍

+ 𝒆𝒗𝑹𝒊+𝟏,𝒋,𝒍
), (2.73) 

(𝒇𝒗𝜼
𝒄𝒐𝒎)

𝒊,𝒋−𝟏/𝟐,𝒌
=

1

2
(𝒇𝒗𝑼𝒊,𝒋,𝒌

+ 𝒇𝒗𝑫𝒊,𝒋,𝒌
), (2.74) 

(𝒇𝒗𝜼
𝒄𝒐𝒎)

𝒊,𝒋+𝟏/𝟐,𝒌
=

1

2
(𝒇𝒗𝑼𝒊,𝒋+𝟏,𝒌

+ 𝒇𝒗𝑫𝒊,𝒋+𝟏,𝒌
) . (2.75) 

 

 得られた共通の粘性流束の 1 階微分値を以下のように設定する. 

(𝒆𝒗𝝃
)

𝒊,𝒋,𝟎,𝒍
= (𝒆𝒗𝝃

𝒄𝒐𝒎)
𝒊−𝟏/𝟐,𝒋,𝒍

, (𝒆𝒗𝝃
)

𝒊,𝒋,𝑲+𝟏,𝒍
= (𝒆𝒗𝝃

𝒄𝒐𝒎)
𝒊+𝟏/𝟐,𝒋,𝒍

, (2.76) 

(𝒇𝒗𝜼
)

𝒊,𝒋,𝒌,𝟎
= (𝒇𝒗𝜼

𝒄𝒐𝒎)
𝒊,𝒋−𝟏/𝟐,𝒌

, (𝒇𝒗𝜼
)

𝒊,𝒋,𝒌,𝑲+𝟏
= (𝒇𝒗𝜼

𝒄𝒐𝒎)
𝒊,𝒋+𝟏/𝟐,𝒌

. (2.77) 

 

式 (2.18)と同様の方法で , 連続な粘性流束の 1 回微分の関数 (𝑬𝒗𝒊,𝒋,𝒍
)

𝒙
(𝒙𝒊,𝒌) , 

(𝑭𝒊,𝒋,𝒌)
𝒚

(𝒚𝒋,𝒍)を求める. 

(𝑬𝒗𝒊,𝒋,𝒍
)

𝒙
(𝒙𝒊,𝒌) = ∑ (𝒆𝒗𝝃

)
𝒊,𝒋,𝒌,𝒍

𝛷𝑘(𝜉)

𝐾+1

𝑘=0

, (2.78) 

(𝑭𝒗𝒊,𝒋,𝒌
)

𝒚
(𝒚𝒋,𝒍) = ∑ (𝒇𝒗𝜼

)
𝒊,𝒋,𝒌,𝒍

𝛷𝑙(𝜂)

𝐾+1

𝑙=0

. (2.79) 

 

連続な粘性流束の 1 回微分の関数から粘性流束の 2 階微分を求める. 

(𝒆𝒗𝒙𝒙)
𝒊,𝒋,𝒌,𝒍

= (𝑬𝒗𝒊,𝒋,𝒍
)

𝒙𝒙
(𝒙𝒊,𝒌), (2.80) 

(𝒇𝒗𝒚𝒚
)

𝒊,𝒋,𝒌,𝒍
= (𝒇𝒗𝒊,𝒋,𝒌

)
𝒚𝒚

(𝒚𝒋,𝒍). (2.81) 
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従って, 式(2.60)は以下のような半離散式で表すことができる. 

𝜕𝑸𝒊,𝒋,𝒌,𝒍

𝜕𝑡
= −(𝑬𝒊,𝒋,𝒍)

𝒙
(𝒙𝒊,𝒌) − (𝑭𝒊,𝒋,𝒌)

𝒚
(𝒚𝒋,𝒍) + (𝑬𝒗𝒊,𝒋,𝒍

)
𝒙𝒙

(𝒙𝒊,𝒌) + (𝒇𝒗𝒊,𝒋,𝒌
)

𝒚𝒚
(𝒚𝒋,𝒍). (2.82) 

式(2.82)に対して, 時間積分を行うことで保存量を時間更新する. 
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第 3章 

DFR計算コード検証 
 

3.1 1次元線形移流問題 
 不連続面を含まない連続関数の例として, 正弦波を初期条件として与える. 1 次元線

形移流問題に対して, 厳密解との誤差を求め, コード検証を行う. 計算条件は表 3.1 の

ように設定する. 

 

表 3.1 計算条件 

格子点数 50 点 

計算領域 [0 ≤ 𝑥 ≤ 1] 

境界条件 周期境界 

初期条件 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡 = sin(2𝜋𝑥)  

移流速度 c = 1 

クーラン数 0.1 

ステップ数 10,000 

  

 

図 3.1 に正弦波を左から右に 20 周期移流させた計算結果と誤差を示す. 図 3.1 の赤

線は 10,000 ステップ後の計算結果, 黒線は誤差を示す. 10,000 ステップ間で流れた周

期Tは, 

T =
𝑆 × 𝑑𝑡 × 𝑐

𝜆
=

10,000 ×
0.1 ×

1
50

1 × 1

1
= 20. (3.1)

 

ただし, 𝑆:ステップ数, 𝑑𝑡:時間刻み幅, 𝜆:波長である. 図 3.1 は正弦波が 20 周期分流

れた後の図であり, 解が発散することなく, 物理量の移流が解けていることを確認し

た. 
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図 3.1 正弦波移流問題の計算結果と誤差 

 

 精度検証 

 図 3.2 に計算精度検証の結果を示す. 前節と同様の正弦波移流問題に対して, 時間更

新ステップ数を 10,000 ステップとする.  格子点数 30 点, 60 点, 120 点での局所誤差

の常用対数値をプロットし, 最小二乗法を用いて近似直線を引いた. 図 3.2 の赤線は

DFR 法, 青線は 5 次精度 WENO 法(Weighted Essentially Non-Oscillatory, WENO)[11], 緑

線は 2 次精度有限体積法(Finite Volume Method, FVM)を示す. 近似直線の傾きから, 

DFR 法は 4 次精度, WENO 法は 5 次精度, 有限体積法は 2 次精度を確認した. 

SP に𝐾個のガウス点を用いた DFR 法では, 2𝐾 − 2次の計算精度を持つことが示され

ている[1]. 今回作成した計算コードは𝐾 = 3であり, 定式通りの 4 次精度を得ることが

できた. 
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図 3.2 計算精度検証 

 

 

  

 

 

 有限体積法, WENO法との比較  

 計算条件を表 3.2 のように設定する. 図 3.3 は正弦波移流問題での有限体積法, 

WENO 法, DFR 法の比較である. 図 3.3 の赤線は DFR 法, 青線は WENO 法, 緑線は

有限体積法の計算結果を示す. ただし, 図 3.3 は 5 周期分の sin 波が流れた後の図であ

る. 計算精度が高い DFR 法と WENO 法は計算結果がほぼ一致し, 物理量の移流が解け

ているが, 有限体積法では, 波の最大と最小付近で解がなまっていることが確認できる. 

今回の検証では, WENO との差は確認できなかった. ただし, WENO 法はその定式化か

ら並列化効率が DFR 法よりは低いため, 大規模な並列化計算となるほど DFR 法が優位

になる. 
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表 3.2 有限体積法, WENO 法との比較の計算条件 

 WENO 法, DFR 法 有限体積法 

格子点数 50 150 

計算領域 [0 ≤ 𝑥 ≤ 1] 

初期条件 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡 = sin(2𝜋𝑥)  

移流速度 c = 1 

クーラン数 0.1 

境界条件 周期境界 

  

 

 

図 3.3 sin 波移流問題での FVM, WENO 法と DFR の比較 
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3.2 Sod の衝撃波管問題   
 圧縮性流体計算コードのベンチマーク問題である Sod の衝撃波管問題[12]に取り組む. 

管内に左右で熱力学的条件の異なる流体を薄い隔膜で仕切って封入する. 隔膜を瞬時

に取り去ることで, 衝撃波, 接触不連続, 膨張波と 3 つの波が異なる速度で伝わる典

型的な問題で, 厳密解を算出できる. 

計算条件を表 3.3 に示す. 図 3.4(a)は DFR 法による衝撃波管問題の密度分布の計算

結果, (b)は速度分布の計算結果, (c)は圧力分布の計算結果である. ただし, 図 3.4(a), 

(b), (c)は𝑦 = 0.5位置での𝑥方向の断面図である. 紫線は厳密解, 緑線は計算結果, 黒

破線は初期条件である. 衝撃波は𝑥 = 0.75付近, 接触不連続面は𝑥 = 0.65付近, 膨張波

の先頭は𝑥 = 0.35 付近まで進み, 3 種類の波が異なる速度で進むことが確認できる.  

しかし, 衝撃波の背後で振動がわずかに見られる. また, 密度分布に見られる接触

不連続面で位相誤差も発生している. 格子点数を 200 点としたため, 位相誤差は小さ

く抑えられているが, 格子点数を減らすと誤差は大きくなる. 将来的に 3 次元問題を

対象とすることを目的としていることから, 接触不連続面で発生する位相誤差を解決

することも今後の課題である. 

 

表 3.3 Sod 問題の計算条件 

格子点数 200 点×200 点 

計算領域 [0 ≤ 𝑥 ≤ 1], [0 ≤ y ≤ 1] 

境界条件 自由境界 

初期条件 (

𝜌𝐿

𝑢𝐿

𝑣𝐿

𝑃𝐿

) = (

1.0
0.0
0.0
1.0

) , (

𝜌𝑅

𝑢𝑅

𝑣𝑅

𝑃𝑅

) = (

0.125
0.0
0.0
0.1

)  

クーラン数 0.1 

時刻 𝑡 = 0.14159 
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図 3.4 (a) 密度分布 

 

 

 

図 3.4 (b) 速度分布 
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図 3.4(c) 圧力分布 
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3.3 平板境界層問題 
圧縮性粘性流体計算コードのベンチマーク問題である平板境界層問題に取り組む. 

計算領域全体に熱力学的条件の等しい流体を初期条件として与える. また, 下側の境

界条件は, 0 ≦ 𝑥 ≦ 1はすべりあり境界, (1 < 𝑥 ≦ 4)はすべりなし境界, 左側は流入境

界, 上側と右側は流出境界とする. 定常状態で境界層ができる典型的な問題で, 厳密

解を算出できる. 計算条件を表 3.4 に示す. 

  

表 3.4 平板境界層問題の計算条件 

格子点数 200 点×100 点 

計算領域(𝑥方向), ( 𝑦方向) [0 ≤ 𝑥 ≤ 4], [0< y ≤ 0.1] 

初期条件 

圧力:𝑃 = 1013【hPa】 

温度:𝑇 = 300【K】 

マッハ数:𝑀𝑎 = 0.1【−】 

クーラン数 0.01 

 

 初期条件から密度𝜌【kg/m3】, 音速c【m/s】, 𝑥方向の移流速度𝑢【m/s】 𝑦方向の

移流速度𝑣【m/s】を求める. 

𝜌 =
𝑀 × 𝑃

𝑇 × 𝑅
=

0.029 × 101300

300 × 8.314
= 1.178. (3.2) 

ここで,分子量M = 0.029【kg/mol】,気体定数𝑅 = 8.314【J/(K・mol)】とする. 

𝑐 = √
𝛾 × 𝑃

𝜌
= √

1.4 × 101300

1.178
= 346.97. (3.3) 

ただし,比熱比𝛾 = 1.4【 − 】とする. 

𝑢 = 𝑀𝑎 × 𝑐 × cos (
𝑎𝑙𝑝𝑎 × 𝜋

180
) × cos (

𝑏𝑒𝑡𝑎 × 𝜋

180
)             

= 0.1 × 346.97 × cos(
0 ∗ 𝜋

180
) × cos(

0 ∗ 𝜋

180
) = 34.7, (3.4)

 

𝑣 = 𝑀𝑎 × 𝑐 × sin (
𝑎𝑙𝑝𝑎 × 𝜋

180
) × sin (

𝑏𝑒𝑡𝑎 × 𝜋

180
)             

= 0.1 × 346.97 × sin(
0 ∗ 𝜋

180
) × sin(

0 ∗ 𝜋

180
) = 0.        (3.5)

 

𝑎𝑙𝑝𝑎 =  𝑏𝑒𝑡𝑎 = 0とする.  

レイノルズ数Re【 − 】を求める. 

Re =
𝑈𝐿

𝜈
=

34.7 × 3.0

0.1
= 1004.1 (3.6) 

代表長さL = 3.0【m】, 粘性係数𝜈 = 0.1【Pa・s】とする. 
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図 3.5 は𝑥 = 1.0【m】付近での平板境界層問題の速度分布である. すべりなし境界が

始まる𝑥 = 1.0【m】付近で速度の減速が確認できる. また, 𝑥が大きくなれば, 壁面か

ら離れた位置でも速度が減速され, 境界層が確認できる. 

図 3.6 は DFR 法による平板境界層問題のブラジウス解[13]との比較である. 図 3.6 の

横軸は主流速度𝑈∞と計算結果の速度比
𝑢

𝑈∞
 , 縦軸は𝜂 = 𝑦√

𝑈∞

𝜈𝑥
である. ただし, 図 3.6 は

𝑥 = 3.8【m】位置での計算結果である. 緑線がブラジウス解, 紫線が計算結果である. 

ブラジウス解と計算結果が一致しない理由として, 壁面での格子幅が大きく, 壁面近

傍の速度変化を捉えられなかったことが原因と考えられる. ブラジウス解と計算結果

を一致させるためには, 計算格子を細かくする必要がある. 

 

  

図 3.5 平板境界層速度分布 
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図 3.6 ブラジウス解との比較 
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第 4章 

結論 
本研究では, 航空機まわりの圧縮性流体計算の実行に向けたコード開発を行った. 

まず, 1 次元線形移流方程式に対し, DFR 法を用いた計算コードを開発した. 微分

可能な連続関数である正弦波の移流を解き, コード検証と精度検証を行った. 定式通

り 4 次の計算精度を得ることを確認した. 

次に 2 次元圧縮性流体のベンチマーク問題の一つである Sod の衝撃波管問題に対し, 

DFR 法を用いた計算コードを開発した. 大域的には厳密解と一致したが, 衝撃波の背

後に数値振動が発生した. また, 密度分布に見られる接触不連続面で位相誤差が発生

した. 将来的に 3 次元問題を対象とすることを目的としているため, 衝撃波の背後の

数値振動と接触不連続面での位相誤差を解決することは重要である. 

最後に 2 次元圧縮性粘性流体のベンチマーク問題の一つである平板境界層問題に対

し, DFR 法を用いた計算コードを開発した. 速度分布から境界層ができている様子を

確認した. しかし, ブラジウス解との比較では値が大きくズレてしまっていた. 理由

として, 𝑦方向の計算領域が狭く, 圧力波の影響を受けてしまったことや, 壁面での格

子幅が大きかったことが原因と考えられる.  

今後は Sod の衝撃波管問題で発生した数値振動と位相誤差の課題を解決し, 平板境

界層問題の𝑦方向の計算領域と壁面での格子幅を見直し, 最終的には非構造格子を用い

た航空機まわりの高次精度流体解析コードの完成を目指す. 
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