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1. 緒言 

繊維強化プラスチック(Fiber Reinforced Plastics : FRP)とは

エボキシ樹脂などの高分子材料を母材として炭素繊維

(Carbon)やガラス繊維(Glass)を強化材として加えた複合材

料である．FRP は軽量で高い強度，錆びない特性を持ってい

ることから幅広い分野で用いられている．FRP を成形する際，

脱型後に spring-in や spring-back といった意図しない変形が

生じることがある．このような FRP の変形が予測できれば

成形後品質向上が期待できると考える． 

複合材料の成型誘起変形解析にはその物性値が必要とな

るが，繊維の強化形態や体積分率によって特性が大きく異な

るため，材料試験に大きなコストがかかる． 

本研究では，硬化中の樹脂の粘弾性モデルを元に，周期境

界条件を与えた代表体積要素に生じる平均応力から，複合材

料の粘弾性剛性を求める手法を検討した．硬化度と温度を変

えて応力緩和挙動を調べ，そこから硬化中の複合材料の粘弾

性特性，硬化収縮ひずみおよび熱ひずみモデルを求めた． 

 

2. 解析方法 

2.1 構成方程式 

FRP を構成する樹脂のを硬化させることによって物性の

変化する線形等方性粘弾性体として扱い，FEM 解析を行う．

その構成方程式(1)を以下のように表す． 

𝝈(𝒕) = ∫ 𝟐𝑮(𝒕 − 𝒔)�̇�
𝒕

𝟎

𝒅𝒔 + 𝑰∫ 𝑲(𝒕 − 𝒔)�̇�𝒅𝒔
𝒕

𝟎

(1) 

ここで𝝈は応力テンソル，e は偏差ひずみテンソル，G はせ

ん断弾性率，K は体積弾性率，I は単位テンソル，𝜑は体積ひ

ずみ，𝜏は疑似時間である．またここで硬化中の粘弾性特性

の式をプロニー級数で以下のように表す． 

𝑮(�̃�, 𝝀) = 𝑮𝟎(𝝀) (𝟏 −∑𝒈𝒊 (𝟏 − 𝒆
−
�̃�
𝝉𝒊)

𝒏

𝒊=𝟏

) (2) 

 ここで𝑔𝑖はプロニー級数の係数，𝜏𝑖は緩和時間，�̃�は任意温

度での換算時間であり，DMA を用いた実験により求めた．

また𝜆は正規化長期弾性特性率の硬化度依存を表す係数であ

り，本研究では剛性シフトファクタと呼ぶ．このパラメータ

をレオメータによって測定した． また硬化中の先行研究(2)

より 3 点曲げクリープ試験の結果より得られたコンプライ

アンスのマスターカーブを式(3)で表し、9 次のプロニー級数

で近似した． 

𝑮(�̃�) = 𝑮𝟎 (𝟏 −∑𝒈𝒊 (𝟏 − 𝒆
−
�̃�
𝝉𝒊)

𝒏

𝒊=𝟏

) (3) 

その結果，求められたプロニー級数の係数𝑔𝑖と緩和時間𝜏𝑖，

その他解析で用いた材料定数を表 1 に示す．温度が粘弾性特

性に与える影響については，時間－温度換算則で表す．温度

シフトファクターは完全硬化後のクリープ試験から求めた．

以下の式を用いて表した． 

𝐥𝐨𝐠𝑨𝑻 =
𝑬

𝑹
(
𝟏

𝑻
−

𝟏

𝑻𝒈
) (4) 

ここで𝐴𝑇は反応速度定数，𝐸𝑇は活性化エネルギー，R は気

体定数，T は絶対温度，𝑇𝑔はガラス転移点である．温度シフ

トファクターを用いると，任意温度における換算時間は 

�̃� =
𝒕

𝑨𝑻
(5) 

となる． 

 

2.2 FEMモデルと物性値 

本研究では，一方向 GFRP の横方向断面について三次元モ

デルのユニットセルを用いてマクロ剛性の計算を行った．汎

用有限要素法ソフトウェア ABAQUS を用いて図 1 のような

ユニットセルを作成した．図 1 はガラス繊維を四角形に配置

したユニットセルである．ガラス繊維の直径は 8[μm]とし，

繊維体積含有率を 50％とした．周期境界として接点間の相対

変位は，周期境界上ではすべて同じ変位となるため，構造に

含まれないダミー制御接点を用意して，制御接点の強制変位

を与える方法を用いた．樹脂の構成方程式には FORTRAN を

用いてユーザーサブルーチンの UMAT を作成した．なお図 1

に示すように本研究では z 方向が繊維方向で，x－y 方向が面

内等方方向である． 

Fig.1 Unit cell model 

 

 表 1 に，繊維と樹脂の特性を示す．本研究では繊維はガラ

ス繊維を用いて計算を行った．樹脂のプロニー級数は先行研

究より 3 点曲げのクリープ試験より得られたコンプライア

ンスに 9 次のプロニー級数を非線形最小二乗法で当てはめ

て，得られた級数をラプラス変換を行って無次元剛性のプロ

ニー級数に変換することで求めている． 

 

 



Table.1 Parameters for FEM calculation 

Parameter Value 

Glass 

𝐸0[𝐺𝑃𝑎] 70 

𝜈 0.3 

𝛼𝑇 5 × 10−6 

Epoxy Resin 

Mechanical 

𝐺0[𝐺𝑃𝑎] 0.978 

𝜈0 0.38 

𝛼𝑇(𝑇 < 52℃) 83 × 10−6 

𝛼𝑇(𝑇 ≧ 52℃) 180 × 10−6 

𝑇𝑔[℃] 52 

𝐸𝑇[𝑘𝑗/𝑚𝑜𝑙] 56.845 

ελ -0.01769λ+0.01203 

Prony Parameters 

𝑔1 0.034070 𝜏1 0.00096635[sec] 

𝑔2 0.077824 𝜏2 0.0092200[sec] 

𝑔3 0.21788 𝜏3 0.075995[sec] 

𝑔4 0.13987 𝜏4 0.81482 [sec] 

𝑔5 0.32592 𝜏5 4.2646 [sec] 

𝑔6 0.13783 𝜏6 37.524 [sec] 

𝑔7 0.046842 𝜏7 247.22[sec] 

𝑔8 0.0094683 𝜏8 4775.9[sec] 

𝑔9 0.0016538 𝜏9 82826 [sec] 

 

2.3 成形中の FRP の構成方程式と熱・硬化ひずみの計算 

成形中の FRP の剛性は，過去の研究を参考に以下の

Maxwell モデルの式(3)で表されるものとした． 

𝑸(�̃�, 𝝀) = 𝑸(𝝀)∞ −∑𝑸(𝝀)𝒌𝒆𝒙𝒑 [
�̃�

𝝉𝒊𝒋𝒌
]

𝑵𝑷

𝒌=𝟏

(6) 

ここで𝑸は剛性行列，𝑸∞は完全緩和時の剛性，𝑸𝑘はプロニー

級数項の剛性，τijk はプロニー級数項の緩和時間である．なお，

i,j は剛性の指数を示す．各項の緩和時間には樹脂と同じもの

を用いた． 

 一定ひずみを瞬時に与えて保持したユニットセルの数値

実験により，応力緩和曲線を得ることが出来る． 

𝚺(�̃�) = 𝑸(�̃�, 𝝀){𝜺𝟎} (7) 
ここで𝚺は平均応力テンソル，{𝜺𝟎}は定ひずみテンソルであ

り単軸ひずみを与えれば各剛性係数の緩和曲線が得られる． 

機械ひずみから熱ひずみを引くことで熱ひずみの影響が

得られることになるが，本研究では寺田ら(4)の成果を参考に，

各プロニー級数項の要素のひずみから均等ではない熱ひず

みが引かれるものとした．すなわち，一定ひずみを与えたユ

ニットセルにおいては 

𝚺(�̃�) = 𝑸(�̃�, 𝝀){𝜺𝟎} − {𝑸(𝝀)∞𝜶 −∑𝑸(𝝀)𝒊𝒆𝒙𝒑 [
�̃�

𝝉𝒊𝒋𝒌
] 𝜶𝒋

𝑵𝑷

𝒊=𝟏

}𝚫𝑻(8) 

よって，ゼロひずみを与えたときの応力緩和曲線から 

𝚺(∞) = −𝑸(𝝀)∞𝜶∞𝚫𝑻 (9) 

また，平均応力に同じ緩和時間のプロニー級数を当てはめる

ことで，以下の級数を決めることができる． 

𝚺(�̃�) = 𝚺(∞) −∑𝑸(𝝀)𝒊𝒆𝒙𝒑 [
�̃�

𝝉𝒊𝒋𝒌
]

𝑵𝑷

𝒊=𝟏

(10) 

よって，各プロニー級数項に対応する熱膨張係数𝜶𝒋は，以下

の式から得られる． 

𝚺(𝝀)𝒌 = −𝑸(𝝀)𝒊𝜶𝒋𝚫𝑻 (11) 

硬化収縮ひずみ𝜷𝚫𝛌についても，同様のプロセスで各プロニ

ー級数項に対応したひずみ𝜷∞，𝜷𝒌を得ることが出来る． 

熱膨張係数，硬化収縮係数はともに独立な剛性行列の要素

数×(Np+1)となり，非常に多くの係数を必要とする．マクロ

物性が式(7)の構成方程式を用いている場合は，RVE から得

た物性値をそのまま用いるので問題は無いが，各プロニー級

数項で共通の熱ひずみ，硬化収縮ひずみを要求するソフトウ

ェアを用いてマクロ計算をする場合は，最も適切な値を求め

るプロセスが必要となるだろう． 

 

3．解析結果 

3.1 剛性行列 

 本研究では単軸ひずみを与えた場合の応力緩和曲線から，

剛性緩和曲線を求めた．表 2 に瞬時および長期剛性を示す．

図 2 に瞬時剛性で正規化した T＝52℃の時の各剛性要素を対

数時間に対してプロットしたものを示す．図より Q11，Q13，

Q33，Q44，Q66 は時間と共に剛性は減少するが，Q12 は時間

と共にやや増加していることが分かる．表よりそれぞれの大

きさを比較してみると，Q33 が一番大きいが，これは 3 がｚ

軸方向で繊維方向であるためである．特に Q13 と Q33 は変

化しないことが分かる．これは樹脂の変形が繊維に拘束され

ていることを示している．よって一方向材料の場合は，繊維

方向の剛性については緩和を無視することができる．一方で

Q44 と Q66 は大きく減少している．およそ 1/100 まで低下し

ている．これは樹脂の残留せん断剛性が瞬時値の 0.8%程度

まで大きく下がるためである．せん断剛性以外がこの影響を

大きく受けない理由は，樹脂の体積弾性率を温度に依存しな

い一定のモデルを用いているためである． 

 図3に硬化度と完全緩和の残留剛性の関係を示す．図より，

残留剛性のせん断成分 Q44，Q66 は硬化度に比例して剛性が

増加することが分かった．これは，硬化度の樹脂のせん断剛

性への影響として硬化度に比例するモデルを用いたためで

ある．一方で Q11，Q12，Q13，Q33 の残留剛性は硬化度に依

存しないことが分かった．この硬化度に対する依存性が各プ

ロニー級数項でも同じであれば，一方向 FRP の硬化度の温

度依存性は 2 種類の関係式で表すことが出来る．  

 

Table.2 Instantaneous and long-term stiffness  

(T=52℃，λ＝1.0) 

 

Element Instantaneous [GPa] Long term [GPa] 

Q11 10.56 7.138 

Q12 6.445 7.098 

Q13 5.707 5.684 

Q33 40.19 39.55 

Q44 2.735 0.02748 

Q66 3.491 0.06717 



 
Fig.2 Normalized stiffness components of FRP (λ＝1.0) 

 

 
Fig.3 Normalized long-term stiffness components of FRP 

(Q∞，T=52℃) 

 

3.2 熱膨張係数 

 図 4 は，ゼロひずみと温度変化 1°C を与えた時に生じる瞬

時および長期の平均応力を示したものである．これより，熱

膨張係数は時間変化の影響をほとんど受けないことが分か

る．これは一方向材料では，熱膨張によってせん断変形が生

じないので，繊維剛性が支配的であるためである． 

 図 5 に硬化度 70%～100%に変化させた時の熱膨張係数を

示す．図より熱膨張係数は硬化度が上昇するにつれてほとん

ど変化していないことが分かる． 

 図 6 は硬化度と瞬時に 1℃の温度変化を与えた場合の完全

緩和時の残留応力の関係を示す．図より残留応力は硬化度が

変化してもほとんど変わらないことが分かる．このことから

熱膨張係数は硬化度にほとんど依存しないことが分かる． 

 

 
Fig.4 Stress components of FRP (λ＝1.0) 

 

 
Fig.5 Coefficient of thermal expansion of degree of cure  

 

 
Fig.6 Relationship between  long-term stress of FRP and 

degree of cure  

 

3.3 硬化収縮ひずみ係数 

 図 7 は硬化度 100％，硬化ひずみを求めるプロセスとして

非機械的ひずみをゼロにし，温度変化を 1℃だけ与えたとき

の応力緩和曲線を示す．図より時間変化により応力はあまり

変化していないことが分かる．これより硬化収縮ひずみ係数

は時間変化の影響はほとんど受けないことが分かる． 

図 8 に硬化度 70%～100%に変化させた時の硬化収縮ひず

み係数を示す．図より硬化収縮ひずみ係数は硬化度が上昇す

るにつれて繊維と垂直方向の硬化収縮ひずみ係数β11はほと

んど変化していないことが分かる．しかし繊維方向の硬化収

縮ひずみ係数 β33 は硬化度が上昇するにつれて，増加してい

ることが分かる．そのため繊維方向の硬化収縮ひずみ係数は

硬化度の影響を大きく受けることが分かった．この理由は繊

維の収縮がゼロとなり，繊維によって変形が拘束されるので，

ゼロひずみからの変化となるためである．しかしその大きさ

は横方向に比べて非常に小さく，繊維方向は硬化ひずみがほ

ぼ現れないことが分かった． 

図 9 は硬化度と瞬時に 1℃の温度変化を与えた場合の完全

緩和時の残留応力の関係を示す．図より残留応力は硬化度が

変化してもほとんど変わらないことが分かる．このことから

硬化収縮ひずみ係数は硬化度にほとんど依存しないことが

分かる． 

 

 
Fig.7 Stress components of FRP (λ＝1.0)  

 

 
Fig.8 Cure strain coefficient of degree of cure



 

 

Fig.9 Relationship between long-term stress of FRP and degree of 

cure 

 

4． 結言 

本研究ではユニットセルモデルを用いて一方向 GFRP の

成形中の均質化特性の計算を行った．エポキシ樹脂の特性

は，先行研究の実験からモデル化された粘弾性モデルを用

いた．その結果，以下の知見が得られた． 

(1) 繊維方向の剛性成分 Q13，Q33 は温度・硬化度の影

響をほぼ受けず，時間が経過しても剛性はあまり変

化しなかった．繊維と垂直方向の剛性 Q11，Q12 は

せん断剛性に比べると小さいものの，温度と硬化度

の影響を受けることが分かった．せん断剛性 Q44，

Q66 は樹脂剛性の変化の影響を大きく受けて，温

度・硬化度で著しく変化することが明らかになっ

た．  

(2) FRP の剛性の温度―時間換算シフトファクターは，

樹脂のものと完全に一致することが分かった． 

(3) FRP の粘弾性モデルのプロニー級数の緩和時間は，

樹脂と同じものを用いてもよいことが分かった． 

(4) 剛性 Q11，Q12，Q13，Q33 のプロニー級数の硬化度

依存性については， Q∞はほぼ硬化度に依存せず，

Q1～Q9 は硬化度に比例することが分かった．また，

Q1～Q9 の硬化度依存性はほぼ同等となったため，１

つのモデルで表すことができることが示された． 

(5) 剛性 Q44，Q66 のプロニー級数の硬化度依存性は，

全ての項が，他の剛性の Q1～Q9 と同様に硬化度に

比例することが分かった．  

(6) 一方向 GFRP の熱膨張係数は，α11，α33 ともに温

度・硬化度の影響をほとんど受けないことが分かっ

た． 

(7) 一方向 GFRP 硬化収縮係数は，β11 については温度・

硬化度の影響をほとんど受けないことが分かった．

β33 は影響を受けるが，その値は著しく小さいため，

0 と考えてもよいことが分かった． 

 

以上の結果から，一方向 GFRP の成形中の均質化特性に

関して，以下のことが分かった． 

(1) Q13，Q33 は定数としてモデル化してよいが，他の剛

性はプロニー級数を用いた粘弾性モデルが必要であ

る． 

(2) 硬化度依存性については，Q11，Q12，Q13，Q33 の

Q∞は一定で，他の項は硬化度に比例する１つのモデ

ルで表すことができる． 

(3) 熱膨張および硬化収縮係数は，定数でよい． 
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