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1. はじめに 

同期現象とは，複数の振動子が相互作用し，その振動数が

徐々に揃っていく現象のことである．こうした現象は生物学

や物理学など様々な分野で見られ(1)，興味深い現象として以

前から研究がなされている． 

同期現象が観察できる例として，メトロノームが挙げられ

る．メトロノームの同期現象とは，ある構造体に設置された

複数のメトロノームが構造体を介して相互作用し，針の振動

数が徐々に揃うというものである． 

文献(2)では，吊り下げられた台の上に設置された 2 台のメ

トロノームの同期現象を考え，同期時のメトロノームの針の

振舞いを理論的に解析する問題を検討した．一方，ここでは，

二重に吊り下げられた「2 つの台」にメトロノームを 1 台ず

つ設置することを考える．この場合，2 台のメトロノームは

同じ台を介しておらず，台が 1 つの場合に比べて，メトロノ

ームが互いに及ぼす影響は小さいと予想される．それゆえ，

同期現象が発生するかは自明ではない． 

そこで本研究では，この二重吊台上の 2 台のメトロノーム

を対象に，同期現象が発生するかを調べ，発生した場合はそ

れを理論的に解析することを目的とする． 

記法：ℝ,ℝ+, ℂはそれぞれ実数，正の実数，複素数の集合を表

す．虚数単位を𝑗と記す．複素数𝑧に対し，∠(𝑧)は𝑧の偏角を表

す．関数𝑓(𝑡)のラプラス変換をℒ[𝑓(𝑡)]と表記する． 
 

2. 同期現象の観察 

 二重吊台上のメトロノームが同期するかをシミュレーシ

ョンと実機実験によって検証する． 

 二重吊台上の 2台のメトロノームを図 1のようにモデル化

する．ここで，振子がメトロノームに対応する．このモデル

の運動方程式を導出すると， 

𝑀(𝜑(𝑡))�̈�(𝑡) + 𝐶(𝜑(𝑡), �̇�(𝑡))�̇�(𝑡) + 𝐺(𝜑(𝑡))

= [
0 0 1 0
0 0 0 1

]
⊤

[
𝜏1(𝜑1(𝑡), �̇�2(𝑡))

𝜏2(𝜑1(𝑡), �̇�2(𝑡))
] (1)

 

が得られる．ここで，𝜑(𝑡):= [𝜑1(𝑡)  𝜑2(𝑡)  𝜑3(𝑡)  𝜑4(𝑡)]
⊤であ

り，𝜑1(𝑡), 𝜑2(𝑡) ∈ ℝは振子の角度，𝜑3(𝑡), 𝜑4(𝑡) ∈ ℝは吊台の

紐の角度を表す．また，𝑀(𝜑(𝑡)), 𝐶(𝜑(𝑡), 𝜑(𝑡)̇ ) ∈ ℝ4×4と

𝐺(𝜑(𝑡)) ∈ ℝ4はそれぞれある行列とベクトルである．𝜏𝑖(𝑡) ∈

ℝは振子𝑖(𝑖 ∈ {1,2})にかかるトルクを表し，次式で記述され

る(2)． 

𝜏(𝜑𝑖(𝑡), �̇�𝑖(𝑡)) ≔ {
𝛿       if   0 < 𝜑𝑖(𝑡) < 𝛾, �̇�𝑖(𝑡) > 0

−𝛿    if − 𝛾 < 𝜑𝑖(𝑡) < 0, �̇�𝑖(𝑡) > 0
0       otherwise

(2) 

ただし，𝛿, 𝛾 ∈ ℝ+はある正の定数である．式(2)は，振子が真

下を通過した直後に，その運動を加速させるようなトルクが

加わることを意味する． 

 式(1), (2)を用いてシミュレーションを行う．モデルのパラ

メータの値は文献(3)のものを参考に選んだ．シミュレーショ

ン結果の一例として， 𝑡 ∈ [55,60]における振子の角度

𝜑1(𝑡), 𝜑2(𝑡)の時間変化を図 2 に示す．ここで，初期条件は

𝜑(0) ∶= [−0.785  1.507  0  0]⊤，�̇�(0) ∶= [0  0  0  0]⊤である．図

2 を見ると，一定時間経過後では，2 つの振子が同じ周波数

で振動しており，同期現象が起こっていることがわかる．  

つぎに，実験検証を行うために，図 3 の実験装置を製作し

た．これは板を紐で吊るし，そこにメトロノームを設置した

ものである．板は長さ300mm，幅200mmのステンレス板で

あり，メトロノームは日工精機株式会社の331型である．こ

の装置を用いた実験の結果，同期現象が見られた． 

 

3. 同期現象の解析 

 二重吊台上の2台のメトロノームが同期することが確認さ

れたため，同期時のメトロノームの針の振舞いを解析する． 

3.1 問題設定 

 図 1 のモデルに対し，振子の振動周波数 �̇�1(𝑡)， �̇�2(𝑡)が共

通の値に収束するとき，振子が同期すると定める．本研究で

Fig. 1 Model of two metronomes on double hanging plates 

Fig. 2 Time evolution of 𝜑1(𝑡) and 𝜑2(𝑡) 



は，同期時の振子の振幅が同じであると仮定し，同期時の 2

つの振子の振幅，振動周波数，位相差を求める問題を考える．

より具体的には，同期時の振子𝑖 (𝑖 ∈ {1,2})の振舞いが振幅𝑎，

振動周波数𝜔，位相𝜃𝑖を用いて，𝜑𝑖(𝑡) = 𝑎sin(𝜔𝑡 + 𝜃𝑖)で表さ

れると仮定し，式(1), (2)から𝑎, 𝜔と位相差𝜃𝑑 ≔ 𝜃2 − 𝜃1を求

める問題を考える． 

3.2 記述関数法による解析 

 この解析問題の難しさは，式(2)に示されるように，トルク

𝜏𝑖(𝑡) (𝑖 ∈ {1,2})が不連続な関数として表されることにある．

そこで本研究では，文献(2)で提案された，記述関数法を用い

た解析を行う． 

𝑖 ∈ {1,2}に対し𝜃𝑖 = 0とすると，振子 𝑖の振舞いとして

𝜑𝑖(𝑡) = 𝑎sin(𝜔𝑡)を得る．このとき，式 (2)の不連続関数

𝜏𝑖(𝜑𝑖(𝑡), �̇�𝑖(𝑡)) (𝑖 ∈ {1,2})に対する記述関数𝑓は 

𝑓(𝑎):=

{
 
 

 
 2𝛿 (𝑎 − √𝑎2 − 𝛾2 )

𝜋𝑎2
+
2𝛿𝛾

𝜋𝑎2
𝑗  if 𝑎 ≥ 𝛾

2𝛿

𝜋𝑎
+
2𝛿

𝜋𝑎
𝑗  if 𝑎 < 𝛾

(3) 

で与えられる(2)．記述関数𝑓(𝑎)を用いて，𝜏𝑖(𝜑(𝑡), 𝜑𝑖̇ (𝑡))(𝑖 ∈

{1,2})をある正弦波関数によって近似する．つぎに，式(1)の

運動方程式を真下平衡点[𝜑⊤  �̇�⊤]⊤ = [0  0 ⋯  0 ]⊤近傍で線形

化し，𝜏(𝑡) ∶= [𝜏1(𝑡)  𝜏2(𝑡)]
⊤, 𝜑−(𝑡) ∶= [𝜑1(𝑡)  𝜑2(𝑡)]

⊤として，

ℒ[𝜏(𝑡)]からℒ[𝜑−(𝑡)]までの伝達関数行列𝑃(𝑠) ∈ ℂ2×2を求め

る．得られた𝑃(𝑠)と式(3)の𝑓(𝑎)を用いて，図 4 のフィードバ

ック系を構成する．ここで，�̂�, �̂�_ ∈ ℂ2はそれぞれ𝜏(𝑡),𝜑_(𝑡)の

フェーザ表示である．図 4 のシステムは図 1 のモデルを周波

数領域で近似したものである．それゆえ，このシステムの解

として適当な(𝑎, 𝜔, 𝜃𝑑)が存在すれば，それは解析問題の解に

なると考えられる． 

 本研究では，図4のシステムに関して，つぎの結果を得た． 

 

定理 1：図 4 のフィードバック系の解となる(𝑎, 𝜔, 𝜃𝑑)に対し，

𝑎と𝜔は以下の式を満たす． 

1

𝑓(𝑎)
=
1

2
(𝑃11(𝑗𝜔) + 𝑃22(𝑗𝜔) 

±((𝑃11(𝑗𝜔) − 𝑃22(𝑗𝜔))
2
+ 4𝑃12

2 (𝑗𝜔))

1
2
) (4) 

ここで，𝑃𝑖𝑘(𝑗𝜔)は伝達関数行列𝑃(𝑗𝜔)の(𝑖, 𝑘)要素である．さ

らに，𝜃𝑑は次式で与えられる． 

𝜃𝑑 = ∠(
1

2𝑃12(𝑗𝜔)
(𝑃22(𝑗𝜔) − 𝑃11(𝑗𝜔)

±((𝑃11(𝑗𝜔) − 𝑃22(𝑗𝜔))
2
+ 4𝑃12

2 (𝑗𝜔))

1
2
)) (5)

 

ただし，式(4), (5)は複号同順である． 

 

定理 1 より，式(4)を解いて式(5)を用いれば，同期時の振子の

振舞いを解析できる． 

得られた結果の有効性を数値例により検証する．図 1 のモ

デルに対し，パラメータの値を2章のものと同様に設定する．

図的解法により，式 (4)を満たす (𝑎, 𝜔)を求めると，

(0.482,20.037)と(0.481,20.093)が得られる．これらと式(5)を

組み合わせると，同期の形態の候補として，(𝑎, 𝜔, 𝜃𝑑) ∶=

(0.482,20.037,−3.127), (0.481,20.093,−0.014)が得られる．

この解析結果とシミュレーション結果を比較したものを表 1

に示す．ここで，𝑎𝑖 , 𝜔𝑖  (𝑖 ∈ {1,2})はそれぞれ振子𝑖の振幅と周

波数である．解析結果はシミュレーション結果に概ね近く，

定理 1 によって同期時の振子の振舞いを予測できることが

確認できる． 

 
Table 1 Analysis and simulation results 

 
Type 1 Type 2 

Analysis Sim. Analysis Sim. 

𝑎1[rad] 0.482 0.477 0.481 0.485 

𝑎2[rad] 0.482 0.476 0.481 0.488 

𝜔1[rad/s] 20.037 19.274 20.093 19.209 

𝜔2[rad/s] 20.037 19.393 20.093 19.144 

𝜃𝑑[rad] −3.127 −3.692 −0.014 −0.112 

 

4. おわりに 

 本研究では，二重吊台上のメトロノームの同期現象につ

いて議論した．まず，同期現象が起こることをシミュレー

ションと実機実験により確認した．その後，同期時のメト

ロノームの針の振舞いを，記述関数法を用いて解析した． 
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Fig. 3 Experimental system 

Fig. 4 Feedback system 


