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概要
本研究では、熱流の下で界面が存在するときの分数階微分型 1次元ハミルトン・ポッツ

モデルの解析を行った。
近年、大域熱力学と呼ばれる、非平衡定常状態の熱力学を記述する新たな理論体系が提

唱された。この理論は界面が存在する 2相共存系において、界面温度が平衡状態の転移温
度と異なるという、局所平衡近似が与える予言とは異なる非自明な予言を与える。
この予言をシミュレーションで検証すべく、分数階微分型 1次元ハミルトン・ポッツモ

デルを提案した。このモデルは通常の整数階微分を用いたハミルトン・ポッツモデルとは
異なり、空間微分を分数階微分に拡張することによって、1次元系でも秩序・無秩序の相
転移が起こり、小規模なシミュレーションでの検証が可能となる。
シミュレーションでは、界面温度が転移温度よりも高くなり、大域熱力学の予言と一致

する結果が得られた。
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1 はじめに
1.1 背景
近年、非平衡定常状態の熱力学を記述する新たな理論体系である大域熱力学 [1, 2, 3]が

提唱されている。この理論は、従来の非平衡熱力学、非平衡統計物理学において当然のよ
うに取り入れられてきた局所平衡近似の正当性に疑問を呈し、非平衡状態における熱力学
的記述を拡張することを目指している。従来の平衡熱力学では、平衡状態の系を少数のマ
クロ変数（温度、圧力、化学ポテンシャルなど）で記述していた。しかし、非平衡状態で
はこれらの変数だけでは系全体の挙動を正確に記述することが難しいため、新たなアプ
ローチが求められている。
平衡状態では、系の温度や圧力はどの場所においても一様となる。しかし、異なる 2つ

の熱浴を接触しているような非平衡定常状態の場合は、系内部に温度勾配が生じ、場所ご
とに温度が異なる。また、界面が存在する 2相共存状態では、孤立系の平衡状態の場合に
は系全体の温度が一様で転移温度になる。一方、異なる 2つの熱浴と接触して熱の流れが
ある場合、温度が場所によって異なる。
流体物理学や非平衡統計物理学でよく使われている局所平衡近似の過程の下では、局

所的な系の性質は平衡状態の性質と一致するため、界面温度は転移温度と一致する。しか
し、大域熱力学によると、界面温度が転移温度とは異なると予言されている。
どちらの結果が正しいかという点に着目した場合、局所平衡近似や大域熱力学といっ

たようなマクロな系を記述する理論からはその正当性を判別することができない。その
ため、この問題を解決するためには、ミクロなシミュレーションか実験的な検証が必要で
ある。

1.2 目的
本研究の目的は、分数階微分を導入した 1次元ハミルトン・ポッツモデルを用いて、熱

流下での相共存系における局所平衡の破綻を検証することである。具体的には、以下の 3
つを目的とする。

1. 先行研究で用いられた 2次元ハミルトン・ポッツモデルは非常に規模の大きな計算
で追試が困難なため、より小規模で計算可能な 1次元ハミルトン・ポッツモデルの
シミュレーションを行う。

2. 分数階微分を導入することで 1次元系でも相転移が起こる条件を確立し、シミュレー
ションでの検証を可能にする。

3. 熱流がある場合、界面温度が転移温度と一致するかどうかを検証し、大域熱力学の
予言と比較する。
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1.3 構成
2章では先行研究について述べる。3章では研究内容について述べる。4章では研究結

果と考察について述べる。5章ではまとめと今後の展望について述べる。

2 先行研究
2.1 大域熱力学
従来の局所平衡近似に基づく非平衡熱力学では、系の各部分が局所的に平衡状態にある

と仮定し、それぞれの部分の挙動を統合することで、非平衡状態における系全体の挙動を
記述してきた [4, 5, 6, 7]。しかし、このアプローチは、強い熱流や急激な温度勾配が存在
する場合、その妥当性が失われることが知られている。特に、相転移や準安定状態のよう
に、系全体が非平衡効果に強く影響を受ける場合、局所的な平衡の仮定では十分な記述が
得られない。その他、局所平衡近似が成り立たない特異な例としては気液臨界点近傍にお
いてシア流が印加されると臨界ゆらぎが抑制される現象などが議論されている [8, 9]。
これに対し、大域熱力学は、系を局所的に分割するのではなく、系全体を一つの単位と

して扱うことで非平衡定常状態の特徴をより正確に捉えることを目指している [1, 2]。こ
こで非平衡定常状態とは、熱や物資の巨視的な流れは存在しつつも、マクロな時間変化が
存在しない系のことであり、流れが存在するという点において平衡状態とは異なる。大域
熱力学のアプローチの核心となるのが、大域温度という新しい概念である。大域温度は、
系全体のエネルギー分布を反映し、非平衡状態であっても熱力学的基本関係を満たすよう
に設計されている。具体的には、大域温度 T̃ は、密度を重みとした局所温度の空間平均と
して定義される。

T̃ =

∫ Lx

0

dx ρ(x)T (x)∫ Lx

0

dx ρ(x)

(1)

ここで、ρ(x)は位置 xにおける密度、T (x)は位置 xにおける局所温度、Lxは系全体の長
さ (システムサイズ) を表している。平衡状態の統計力学によると、温度とは運動エネル
ギーの平均値として定義されているが、これを非平衡状態に拡張し、局所的な運動エネル
ギーの平均値として局所温度を定義したものが式 (1)の T (x)である。
さらに、この大域熱力学の枠組みにおいて、熱流下での気相-液相共存の熱力学的性質

を決定するための変分原理を定式化した。この変分原理は、平衡状態におけるマクスウェ
ル関係式の自然な拡張に対応しており、非平衡定常状態における系の挙動を理論的に導出
する。この理論的枠組みを用いると、気体-液体界面のような 1次相転移の界面の温度が
転移温度からずれるといった非自明な結果を定量的なレベルで得ることができる。この結
果は、界面近傍に過冷却気体が安定に存在することを示しており、非平衡熱力学における
新しい知見を提供することが期待されている。
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大域温度の導入により、従来の局所平衡近似が破綻する状況でも大域熱力学は適用可能
であり、熱流下での気体-液体転移や相共存系の熱力学的挙動のような現象解析に有効で
あると思われる。

2.1.1 大域熱力学による予言

これまで述べてきたように、大域熱力学においては、界面温度と転移温度がずれるとい
う予言がされている。界面温度と転移温度の関係は大域熱力学において式 (2)のように予
言されている [1, 2, 3]。

θ = Tc −
X(Lx −X)

2Lx

{
J

(
1

κo
− 1

κd

)
+

φTc

Lx

∆ρc
ρ̄

}
+O(ε2) (2)

ここで、θは界面温度、Tcは転移温度を示している。Xは界面位置、J は熱流、κoと κd

それぞれ低温側と高温側の熱伝導度、φは高温側と低温側の熱浴の温度差を表している。
この式の右辺第二項が界面温度と転移温度のずれを表している。つまり、界面温度が転移
温度より高いか低いかは両相の熱伝導度の違いによって異なる。また εは非平衡度を表し
ており、右辺第三項は平衡状態から大きくずれたときの補正を与えている。この項も計算
可能であるが、非常に複雑な形をとっており、ここでは省略する。

2.2 2次元ハミルトン・ポッツモデル
前節で示した大域熱力学の非自明な界面温度の振る舞いをミクロな理論から検証する試

みがすでに行われている。しかし気液共存状態に対する粒子系のシミュレーションにおい
て、局所平衡の破れは確認されていない [10]。この原因として、粒子系のシミュレーショ
ンにおいて熱力学的な振る舞いを見るためには莫大な粒子数および巨大なシステムサイ
ズが必要となり、局所平衡の破れを見るにはシミュレーションのスケールが小さすぎるこ
とが考えられる。実際、局所平衡の破れを確認するためには、少なくとも 107個の粒子数
が必要であると見積もられている [11]。粒子のシミュレーションではなく、連続場モデル
を用いた研究も存在する。先行研究では、定常的な熱伝導下で相共存が起こる連続場モデ
ルを数値シミュレーションで解析し、その際の界面温度を調べる研究が行われた [3]。こ
の研究では熱伝導を伴う秩序パラメータダイナミクスの標準モデルが存在しないため、2
次元 n状態ハミルトン・ポッツモデルが提案されている。ハミルトニアンは、以下のよう
に表される。

H(q, p) =

∫
D

d2r

{
1

2

n−1∑
i=1

[
(pi)

2 + |∇qi|2
]
+ V (q)

}
(3)

ここで、qi(i = 1, · · · , n− 1)は場の変数、piは qiに共役な運動量、|∇qi|2は場の空間的な
変化を表す勾配エネルギーの項である。V (q)は位置エネルギーの項であり、場の相互作
用を表し、準安定状態のエネルギー地形を決定している。
先行研究では、まず、孤立系において秩序状態と無秩序状態の共存をハミルトン方程式

の数値解析により確認した。次に、境界に熱流を加えつつ全エネルギーを固定すること
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で、定常熱伝導下での相共存を実現した。この系の特徴は、界面温度が平衡転移温度から
ずれることであり、これは平衡状態における準安定状態が熱流によって安定化されている
ことを示している。さらに、このずれは式 (2)で示される「大域熱力学」の予言と定量的
に一致している。
先行研究の結果を図 1に示す。

(a)：局所秩序変数 (b)：界面温度と転移温度

図 1: 先行研究の結果。

図 1(a)の橙色の線は平衡状態、青色の線は非平衡状態の局所秩序変数の場所依存性を
示している。急激に値が変化する場所を界面の位置として定義する。ξは界面の厚さを示
している。図 1(b)の緑の線は系の局所温度の場所依存性、青色の線は界面の位置におけ
る界面温度、赤色の線は平衡状態の転移温度を示している。この結果から界面温度は転移
温度より高くなるという結果が得られている。つまり、転移温度よりも高い過加熱の秩序
状態が存在することになり、数値シミュレーションの結果は大域熱力学の妥当性を支持し
ている。局所平衡熱力学の破れは他のモデルや実験でも観察される可能性があるが、系の
条件を注意深く選ぶ必要がある。今後の課題は、熱伝導系の定常分布を理論的に導出する
ことや、さらに実験において観測することである。

3 研究内容
3.1 モデルの概要
本研究では、離散ポッツモデル [12]の連続拡張版であるハミルトン・ポッツモデルを分

数階微分に拡張し、1次元における秩序無秩序界面の解析を行った。今回用いたハミルト
ニアンは次のようになる。

H =
1

2

∫
dx

[
n−1∑
i=1

{
p2i +

(
∂1/|2|qi
∂x1/|2|

)2
}

+
n∏

j=1

Qj

]
(4)

ここで、qiは n状態のハミルトン・ポッツモデルにおける n − 1成分の 1次元の実数場
であり、piは qiに共役な運動量場である。式 (4)は運動エネルギー p2i、微分エネルギー
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(
∂1/|2|qi
∂x1/|2|

)2
、および位置エネルギーQjの 3つの項から構成される。位置エネルギーQjは

次のように設定される。

Qj =
n−1∑
i=1

(qi − q̄ij)
2 (5)

位置エネルギーは qi = q̄ijのときに最小になる。また、位置エネルギーは掛け算の形になっ
ており、n個の q̄ij のどれか一つが選ばれる。n個の q̄ij とは、n − 1次元正単体における
頂点の座標を示しており、図 2に示すように n = 2, 3, 4の場合、n個の点がそれぞれ等価
になるように配置している。

n = 2
線分上の 2点

n = 3
平面上の正三角形

n = 4
空間上の正四面体

図 2: n− 1次元空間における n個の頂点を持つ正単体の例。

q̄ijは正単体の頂点であることから具体的に 3つの関係式
n∑

j=1

q̄ij = 0
n−1∑
i=1

(q̄ij)
2 = 1

n−1∑
i=1

(q̄ij − q̄ij′) = K(1− δjj′) (6)

を満たしていると都合が良い。ここでKは定数である。式 (6)を満たす q̄ijの候補として

q̄ij =


√
n√

n− 1
δij −

√
n+ 1

(n− 1)3/2
1 5 j 5 n− 1

1√
n− 1

j = n
(7)

がある。このときK = 2n/(n − 1)となる。2 5 n 5 5における q̄ij の値を書き下すと、
n = 2のときは

q̄11 = −1 q̄12 = 1 (8)

n = 3のときは (
q̄11 q̄21

)
=

1

2
√
2

(√
3− 1 −

√
3− 1

)
(
q̄12 q̄22

)
=

1

2
√
2

(
−
√
3− 1

√
3− 1

)
(
q̄13 q̄23

)
=

1√
2

(
1 1

) (9)
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n = 4のときは (
q̄11 q̄21 q̄31

)
=

1√
3

(
1 −1 −1

)
(
q̄12 q̄22 q̄32

)
=

1√
3

(
−1 1 −1

)
(
q̄13 q̄23 q̄33

)
=

1√
3

(
−1 −1 1

)
(
q̄14 q̄24 q̄34

)
=

1√
3

(
1 1 1

)
(10)

n = 5のときは(
q̄11 q̄21 q̄31 q̄41

)
=

1

8

(
3
√
5− 1 −

√
5− 1 −

√
5− 1 −

√
5− 1

)
(
q̄12 q̄22 q̄32 q̄42

)
=

1

8

(
−
√
5− 1 3

√
5− 1 −

√
5− 1 −

√
5− 1

)
(
q̄13 q̄23 q̄33 q̄43

)
=

1

8

(
−
√
5− 1 −

√
5− 1 3

√
5− 1 −

√
5− 1

)
(
q̄14 q̄24 q̄34 q̄44

)
=

1

8

(
−
√
5− 1 −

√
5− 1 −

√
5− 1 3

√
5− 1

)
(
q̄15 q̄25 q̄35 q̄45

)
=

1

2

(
1 1 1 1

)
(11)

となる。

3.2 分数階微分
3.2.1 分数階微分の詳細

式 (4)の右辺第二項に現れる空間微分は qiの歪エルミートな分数階微分であり、フーリ
エ変換による微分の定義から導かれる。
区間 0≤x≤Lで定義された関数 q(x)の複素フーリエ級数展開は、

q(x) =
1

N

∞∑
n=−∞

Q(n)e
2iπnx

L (12)

と表される。ここで、複素フーリエ係数Q(n)は、

Q(n) =

∫ L

0

dx q(x)e−
2iπnx

L (13)

で与えられる。式 (12)と式 (13)はそれぞれフーリエ変換と逆フーリエ変換の関係を表し
ており、

Q(n) = F [q(x)] (14)

8



q(x) = F̃ [Q(n)] (15)

のように書くことができる。ここで、F はフーリエ変換、F̃ は逆フーリエ変換を表す。
微分の定義は、

∂q(x)

∂x
= lim

∆x→0

q(x+∆x)− q(x)

∆x
(16)

で表される。式 (12)を xで微分すると、

∂q(x)

∂x
=

1

L

∞∑
n=−∞

(
2iπn

L

)
Q(n)e

2iπnx
L (17)

となる。H(n) =
(
2iπn
L

)
Q(n)とすると、式 (17)は、

∂q(x)

∂x
=

1

L

∞∑
n=−∞

H(n)e
2iπnx

L

= F̃ [H(n)]

(18)

となる。式 (14)、(15)、H(n) =
(
2iπn
L

)
Q(n)より式 (18)は、

∂q(x)

∂x
= F̃

[(
2iπn

L

)
F [q(x)]

]
(19)

となる。ここで、k = 2πn
L
とすると、

dq(x)

dx
= F̃ [ikF [q(x)]] (20)

となる。つまり、フーリエ空間では、ikを掛けることが微分に相当する。2階微分は、

d2q(x)

dx2
= F̃

[(
2iπn

L

)2

F [q(x)]

]
(21)

となる。m階微分では、

dmq(x)

dxm
= F̃

[(
2iπn

L

)m

F [q(x)]

]
(22)

となる。さらに 1/2階微分は、

∂1/2q(x)

∂x1/2
= F̃

[(
2iπn

L

)1/2

F [q(x)]

]

= F̃

[√
2iπn

L
F [q(x)]

]
= F̃

[√
ikF [q(x)]

]
(23)
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と定義することができる。つまり、
√
ikを掛けることが 1/2階微分に相当する。これを 2

回行うと 1階微分になる。しかし、1/2階微分は歪エルミートとはならない。そこで、歪
エルミートとなるような 1/|2|階微分を以下のように定義する。

d1/|2|q(x)

dx1/|2| = F̃

[(
2iπn

L

)1/|2|

F [q(x)]

]

= F̃

[(
i

√
2π|n|
L

n

|n|

)
F [q(x)]

]

= F̃

[(
i

√
2π|n|
L

2πn

L

L

2π|n|

)
F [q(x)]

]

= F̃

[
ik√
|k|

F [q(x)]

]
(24)

2階微分がエルミートであることは、方程式の安定性や平衡状態の存在を与える要因にな
ることが数学的に分かっている。

3.2.2 分数階微分の導入

1次元系では基本的に相転移は起こらないが、分数階微分を導入することで相転移が期
待できる。ここで、状態密度に着目する。式 (4)のハミルトン・ポッツモデルのハミルト
ニアンは

H =

∫
dx
∑
i

h2
i (x) (25)

のように xに依存する関数 hi(x)の二乗の和で構成されている（2次形式）。hi(x)のフー
リエ変換

hi(x) =
1

L

∑
k

h̃(k)eikx (26)

を代入すると、式 (25)は

H =

∫
dx
∑
i

1

L2

∑
k1

∑
k2

h̃i(k1)h̃i(k2)e
i(k1+k2)x

=
1

L

∑
k

∑
i

|h̃i(k)|2
(27)

となり、空間積分の代わりに波数 kの和における h̃i(k)の 2次形式となる。ここでフーリ
エ変換の公式

1

L

∫
dx eikx = δk,0 (28)
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および、実数関数 hi(x)のフーリエ変換が h̃i(−k) = h̃∗
i (k)を満たすことを用いた。Lが十

分大きいとき、波数 kの和を積分に置き換えることで

H =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk
∑
i

|h̃i(k)|2

=
1

π

∫ ∞

0

dk
∑
i

|h̃i(k)|2
(29)

が得られ、波数 kに対する状態密度 ρ(k) = 1/πが得られる。一方、2次元空間の場合には

H =
1

2π

∫ ∞

−∞
d2k

∑
i

|h̃i(k)|2

=

∫ ∞

0

dk k
∑
i

|h̃i(k)|2
(30)

となり、ρ(k) = kが得られる。
次にエネルギーに対する状態密度 ρ(E)を考える。そのためには波数 kとそれに対する

エネルギーEとの関係を決めなければならない。今、系のエネルギーは勾配エネルギー
が主な寄与であるとすると整数階微分の場合は

E = c1k
2 (31)

分数階微分の場合は

E = c2|k| (32)

となる。ここで c1,2は比例定数である。この関係から kによる積分をEによる積分で書き
直せば 1次元整数階微分の場合は

H =
1

2π
√
c1

∫ ∞

0

dE√
E

∑
i

|h̃i(E)|2 (33)

2次元整数階微分の場合は

H =
1

c1

∫ ∞

0

dE
∑
i

|h̃i(E)|2 (34)

1次元分数階微分の場合は

H =
1

π
√
c2

∫ ∞

0

dE
∑
i

|h̃i(E)|2 (35)

となる。
1次元整数階微分のモデルでは、状態密度は

√
Eに反比例し、E = 0で発散するため、

低エネルギー状態が非常に多く存在する。このため、秩序状態が安定化されず、相転移が
起こりにくくなる。
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一方で、1次元分数階微分と、2次元整数階微分のモデルでは状態密度はどちらも定数
となる。2次元整数階微分のモデルで相転移が起こるので、同じ状態密度を与える、1次
元分数階微分のモデルでも相転移が期待できる。
それぞれのエネルギー状態密度をまとめると以下のようになる。
1次元整数階微分

ρ(E) ∝ 1√
E

(36)

1次元分数階微分

ρ(E) ∝ 1 (37)

2次元整数階微分

ρ(E) ∝ 1 (38)

3.3 手法
本研究では、システムサイズをLxとし、1次元の空間をN個の点に分ける。すると、点

と点の距離は∆x = Lx/Nxとなる。つまり、Lx = Nx∆xと表すことができる。∆x = 1/4

で計算を行い、平衡状態のときは、データサイズNxを変えながら計算を行った。非平衡
状態のときは、データサイズNx = 1024で固定して計算を行った。

3.3.1 平衡状態

1次元分数階微分の n = 2, 3, 4, 5状態で平衡状態の相転移を考える。平衡状態の解析に
は duplicated Langevin方程式を用いた。方程式は次のとおりである。

∆q1 = (p1 − p2)∆t, ∆p1 = −
(
δH

δq1
+

δH

δq2
+ γp1

)
∆t+∆W1

∆q2 = (p2 + p1)∆t, ∆p2 = −
(
δH

δq2
− δH

δq1
+ γp2

)
∆t+∆W2

(39)

duplicated Langevin 方程式とは、Langevin 方程式を改良したものである。よく知られ
た Langevin方程式は

∆q = p∆t

∆p = −
(
δH

δq
+ γp

)
∆t+∆W

(40)

となる。ただし、∆W は位置と時間両方に対してランダムな値となり、平均と分散は

〈∆W 〉 = 0 〈(∆W )2〉 = 2γkBT (∆x)(∆t) (41)
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である。このLangevin方程式に対し、全く同じ2つのコピーを用意してそれぞれのLangevin
方程式を考えると以下のようになる。

∆q1 = p1∆t, ∆p1 = −
(
δH

δq1
+ γp1

)
∆t+∆W1

∆q2 = p2∆t, ∆p2 = −
(
δH

δq2
+ γp2

)
∆t+∆W2

(42)

しかし、このままでは 2つの Langevin方程式がただ並べられているだけである。ここで、
2つの Langevin方程式を式 (39)のように混合する。この方程式を用いることで平衡状態
への緩和が早くなることが知られている [13]。

3.3.2 臨界指数と転移温度の決定

臨界指数とは、物理系が臨界点近傍で示す普遍的な振る舞いを記述するための指数で
ある。臨界点とは、相転移が起こる点のことで、例えば気体と液体の臨界点や、磁性体の
キュリー点などが該当する。臨界指数を求めることで、臨界現象の普遍性を理解し、相転
移のメカニズムを解明することができる。
以下に臨界指数を整理する。

1. 比熱の臨界指数 (α)

C ∝ |T − Tc|−α (43)

2. 秩序変数の臨界指数 (β)

〈q〉 ∝ (Tc − T )β　(T < Tc) (44)

3. 帯磁率 (γ)

χ ∝ |T − Tc|−γ (45)

4. 相関距離 (ξ)

ξ ∝ |T − Tc|−ν (46)

ここで、比熱 Cは、系の温度を単位量だけ変化させたときに必要な熱量であり、平衡状
態では揺動散逸関係式より

C =
1

kBT 2

(
〈E2〉 − 〈E〉2

)
(47)
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のように表される。また、秩序変数 〈q〉は qの空間平均の絶対値を取ったもののアンサン
ブル平均を取ったものとする。つまり、

〈q〉 =
〈∣∣∣∣ 1Lx

∫
dx q

∣∣∣∣〉 (48)

のように表される。帯磁率 χは qの分散から得られる。つまり、χ = 〈q2〉 − 〈q〉2と表さ
れる。
臨界指数は、以下のようなスケーリング関係式によって関連づけられる。

α + 2β + γ = 2 (49)

これは、比熱、秩序変数、帯磁率の臨界指数の間の関係を表している。
臨界指数を求めるために、有限サイズスケーリングと呼ばれる手法を用いる。臨界現象

では、系の相関距離 ξが臨界点近傍において発散する。しかし、有限系では、相関距離 ξ

が系のサイズによって制限される。このため、有限系では臨界点近傍での物理量の振舞い
が、無限系とは異なる。有限サイズスケーリングは、この有限サイズ効果を考慮し、無限
系での臨界挙動を推定するための理論的な枠組みである。
転移温度および臨界指数は以下のような有限サイズスケーリングの手順で求める。

1. 転移温度 Tcを求める。
温度 T に対して、Binder比 (〈q2〉)2

〈q4〉 をプロットすることで、異なるシステムサイズLx

のBinder比が交差する。この交差点が転移温度 Tcを与える。

2. νを求める。
(T − Tc)L

1/ν
x に対して、Binder比 (〈q2〉)2

〈q4〉 をプロットする。異なるシステムサイズLx

のデータが同じ曲線に乗るように臨界指数 νを調整する。

3. αを求める。
(T − Tc)L

1/ν
x に対して、CL

−α/ν
x をプロットする。異なるシステムサイズLxのデー

タが同じ曲線に乗るように臨界指数 αを調整する。

4. βを求める。
(T − Tc)L

1/ν
x に対して、〈q〉Lβ/ν

x をプロットする。異なるシステムサイズLxのデー
タが同じ曲線に乗るように臨界指数 βを調整する。

5. γを求める。
(T − Tc)L

1/ν
x に対して、χL

−γ/ν
x をプロットする。異なるシステムサイズ Lxのデー

タが同じ曲線に乗るように臨界指数 γを調整する。

3.3.3 非平衡状態

非平衡状態のとき、先行研究の 2次元整数階微分型ハミルトン・ポッツモデルでは図 3
のように右から一定の熱を入れて、左から同じ量の熱を出すというシミュレーションを
行っていた。

14



図 3: 先行研究の状況設定。

熱流 J はハミルトニアン密度の時間微分から得られる。整数階微分の場合はハミルト
ニアン密度の時間微分が式 (50)のような連続方程式となるため、簡単に熱流 J が得れら
る (式 (51))。

∂h

∂t
+

∂J

∂x
= 0 (50)

J = −
∑
i

pi
∂qi
∂x

(51)

しかし、分数階微分の場合は空間微分が分数階微分に置き換わってしまうため連続方程式
にならず (式 (52))、このままでは熱流 J が得られない (式 (53))。

∂h

∂t
+

∂1/|2|J

∂x1/|2| = 0 (52)

J = −
∑
i

pi
∂1/|2|qi
∂x1/|2| (53)

したがって、分数階微分を用いた本研究では左右に異なる温度の熱浴を接続した状況のシ
ミュレーションを行った（図 4）。

図 4: 非平衡状態の状況設定。

全系をLx < x < −Lx

2
、−Lx

2
≤ x ≤ Lx

2
、Lx

2
< x < Lxの 3つの領域に分けて、左側と右

側の熱浴は異なる温度の Langevin方程式を用いた。左側の熱浴の温度を T1、右側の熱浴
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の温度を T2とする。方程式は次のとおりである。

∆q = p∆t, ∆p = −
(
δH

δq
+ γp

)
∆t+∆W1 (54)

∆q = p∆t, ∆p = −
(
δH

δq
+ γp

)
∆t+∆W2 (55)

式 (54)は温度 T1の熱浴、式 (55)は温度 T2の熱浴を示している。∆W1,2は平衡状態のとき
と同様にランダムな力（ノイズ）を表している。ノイズの平均値は 〈∆W1,2〉 = 0である。
また、ノイズの分散は 〈(∆W1,2)

2〉 = 2γkBT1,2(∆x)(∆t)で表される。中央はエネルギーが
保存するハミルトン方程式を解く。方程式は次のとおりである。

∂q

∂t
= p,

∂p

∂t
= −δH

δq
(56)

4 研究結果と考察
本章では本研究で得られた計算結果について示す。なお、平衡状態における duplicated

Langevin方程式 (39)および非平衡状態における Langevin方程式 (54)、(55)、ハミルトン
方程式 (56)のいずれも 2次のシンプレクティック法を用いて計算している。境界条件と
して、平衡状態では複素離散フーリエ変換に基づく周期境界条件を、非平衡状態では実離
散コサイン変換に基づくノイマン境界条件を用いている。また、時間発展のパラメーター
は γ = 1, kB = 1, ∆t = 0.01を用いた。

4.1 平衡状態
サンプル数Ns = 221における 2, 3, 4, 5状態の秩序変数と比熱の結果を図 5から図 8に

示す。2, 3, 4状態では、4つのシステムサイズで計算を行った。それぞれの転移温度は紫
色の線で示している。

(a)：秩序変数 (b)：比熱

図 5: 2状態 (転移温度 Tc = 4.0)における秩序変数と比熱。
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(a)：秩序変数 (b)：比熱

図 6: 3状態 (転移温度 Tc = 2.1)における秩序変数と比熱。

(a)：秩序変数 (b)：比熱

図 7: 4状態 (転移温度 Tc = 1.2)における秩序変数と比熱。

(a)：秩序変数 (b)：比熱

図 8: 5状態における秩序変数と比熱。

2,3,4状態の秩序変数はそれぞれ連続的に変化しており、2次相転移を示している。比熱
は転移温度でピークとなっている。
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5状態では秩序変数が不連続に変化する 1次相転移がみられた。1次相転移なので、温
度を徐々に上げた場合と温度を徐々に下げた場合で秩序変数が不連続に変化する温度は
異なる。図 8では、温度を徐々に上げていった場合を青色の線、温度を徐々に下げた場合
を橙色の線で示している。

5状態の転移温度はこのシミュレーションからは明確には分からなかったので、エネ
ルギーが保存する孤立系で相が共存する平衡状態に対するハミルトン方程式を用いたシ
ミュレーション (図 9)を行うことで決定した。サンプル数Ns = 217, 218, 219, 220で計算を
行った。

図 9: 相が共存する平衡状態の運動エネルギー。

xは位置、T (x)は位置 xに対する運動エネルギーを表している。この系では、左側が秩
序相、右側が無秩序相となっている。
転移温度を決定するために、まず各サンプル数における運動エネルギーの平均値を計算

する。運動エネルギーと温度は線形の関係にあるため、得られた運動エネルギーの平均値
から転移温度を求める。
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4.2 平衡状態における臨界指数
先行研究である 2次元整数階微分型ハミルトン・ポッツモデルの臨界指数は次のような

値が解析的に得られている [14]。

f =
1

π
cos−1

√
n

2

yt = 3− 3

2− 2f
yh =

3

2
+

3

8− 8f
− f

2

α = 2− 2

yt
β =

2− yh
yt

γ =
2yh − 2

yt
δ =

yh
2− yh

ν =
1

yt

(57)

具体的な nに対する臨界指数は表 1のようになる。

α β γ ν α + 2β + γ

2状態 0 1/4 7/4 1 2

3状態 1/3 1/9 13/9 5/6 2

4状態 2/3 1/12 7/6 2/3 2

表 1: 2次元整数階微分型ハミルトン・ポッツモデルの臨界指数

1次元分数階微分における 2,3,4状態の臨界指数は表 2のような結果となった。

α β γ ν α + 2β + γ

2状態 0.13 0.1 -0.31 1.9 0.02
3状態 0.24 0.06 -0.54 2.2 0.9
4状態 - 0.01 - - -

表 2: 1次元分数階微分型ハミルトン・ポッツモデルの臨界指数

4状態については β以外は決定するのが難しかったため、不明である。
2次元整数階微分は表 1のようにスケーリング関係式を満たしている。しかし、1次元分

数階微分のシミュレーション結果は表 2のようにスケーリング関係式を満たしていない。
1次元分数階微分の臨界指数の決定にはより多くのサンプル数Nsが必要である。また、

よく知られたスケーリング関係式を満たしていないことから分数階微分型モデルにおけ
る新たなスケーリング関係式の構築が必要である。

4.3 非平衡状態
サンプル数Ns = 220における 5状態のときの計算結果を示す。
界面がある適当な初期状態から出発して十分に時間が経過後、非平衡定常状態となった

後にさらに時間発展させて得られたものが図 10(a)と図 10(b)である。
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(a)：局所温度 T (x, t) (b)：位置エネルギーE(x, t)

図 10: T1 = 0.58, T2 = 0.7における非平衡定常状態の時間発展。

図10(a)が局所温度の時間変化、図10(b)が位置エネルギーの変化となっている。図10(b)
から界面が安定に存在していることがわかる。図 10(a)と図 10(b)を時間平均したものが
図 11(a)から (c)である。

(a)：T1 = 0.58, T2 = 0.7 (b)：T1 = 0.46, T2 = 0.7

(c)：T1 = 0.58, T2 = 0.65

図 11: 非平衡定常状態における時間平均。

左の熱浴は転移温度よりも低く、右側の熱浴は転移温度よりも高くなっており、左側に
秩序相、右側に無秩序相となる。青色の線が局所温度 T (x)を示す。界面位置と界面温度
は橙色の線 Tfit(x)で示した傾きの異なる 2直線による回帰を行い、決定した。また、緑
色の線が界面温度 θを見積もったもの、赤色の線が転移温度 Tcを示している。
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すべての結果から界面温度は転移温度よりも高くなっている。しかし、本研究ではサ
ンプル数Nsが少ないということもあり、計算結果が大きく変動して滑らかな振る舞いに
なっていない。

4.4 大域熱力学との比較
右側の熱浴の温度を T2 = 0.7に固定したまま左側の熱浴の温度を変えていき、大域熱

力学の予言と比較したものを図 12に示す。

図 12: 大域熱力学との比較。

赤色の線と赤色の領域は平衡状態のシミュレーションから求めた転移温度 Tcおよび標
準偏差を示している。青色の線は界面温度 θ、紫色の線は界面位置Xhを示している。ま
た、Toは秩序相側の大域温度、Tdは無秩序相側の大域温度であり、2To − T1は低温から
の予言値、2Td − T2は高温からの予言値を示している。
このグラフは得られた大域温度からの予言と実際の界面温度との比較をしており、予言

もシミュレーションの結果を使っているので、完全な比較とは言えない。しかし、少なく
とも界面温度が転移温度よりも高いという予言とは一致している。グラフでは黄色い線
2To − T1が低温で転移温度よりも低くなっている。これは、低温部分は温度差の大きな領
域で、非平衡度が強く、予言がしにくい領域なので、図 12のような結果になったのかも
しれない。本当の大域熱力学の予言 (式 (2))と比較するためには、熱流 Jを計算しなけれ
ばならない。

21



5 まとめと今後の展望
5.1 まとめ
本研究では、分数階微分型 1次元ハミルトン・ポッツモデルを用いて平衡状態の数値解

析および熱の流れがあるときの解析を行った。
平衡状態の場合、2, 3, 4状態で 2次相転移を示し、5状態で 1次相転移を示した。これ

は、2次元ハミルトン・ポッツモデルと同じ結果となった。しかし、臨界指数に着目する
と、1次元系ではスケーリング関係式を満たさない。
熱流があるとき界面温度は転移温度より高くなり、大域熱力学の予言と一致する。しか

し、分数階微分では熱流 Jを定義できないので本当の予言 (式 (2))と比較することができ
ない。

5.2 今後の展望
• 分数階微分型のモデルにおける新たなスケーリング関係式の構築をする。

• １次相転移における転移温度の詳しい解析をする。

• サンプル数を増やしてグラフを滑らかにする。

• 熱流 J を定義し、大域熱力学との比較をする。
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